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—@’-OBJECTIFS :

AL20-1,AL20-2, AL 20-3 : Montrer qu'un ensemble est un espace vectoriel,
qu'un ensemble est un sous-espace vectoriel a 'aide de la caractérisation
ou d'une famille génératrice.

AL 20-4, AL 20-5, AL 20-6 : Etudier 'intersection, la somme, la somme di-
recte de deux sous-espaces vectoriels.

AL 20-7 : Montrer que deux sous-espaces vectoriels sont supplémentaires.

AL 20-8, AL 20-9, AL 20-10, AL 20-11 : Montrer qu'une famille de vecteurs
est liée, libre, génératrice, une base.

AN 21-1 : Connaitre parfaitement les équivalents des fonctions usuelles.

AN 21-2 : Calculer des équivalents simples de suites ou de fonctions par
opérations algébriques, par composition.

J

Généralités sur les espaces vectoriels I

EXERCICE 1

Déterminer si les ensembles suivants, muni des lois usuelles, sont des
sous-espaces vectoriels d’espaces vectoriels de référence.

9. Eg={(u,) € RN, (up) arithmétique}
10. Ejp={(u,) eRN/VYneN, u,.1 =5u, -3}
11. Epp = {(un) ERNIVREN, tyio = Nlpiq + Un}
12. E12:{ ‘Cl Z )E%Z(R)/a+b+c+d:0}
a b
13. 1513:{ - )E%Z(R)/a+b+c:0}
a b
14. E14:{ c d)E.%g(R)/GZZdetb-l-C:O}
15. Eys5 = {f eR®/3(a,b,c) e R}, VxR, f(x) = ax®+ bx + c}
16. Eg= {f eR®/3(a,b,c) eR* xR2, VxR, f(x) = ax’+ bx + c}
17. E;7 = {f € #(I,R)/ f croissante sur I},I intervalle de R
18. Eig = {fecgo(R,R)/Elxe [~1;1], f(x) = o}
EXERCICE 2

Déterminer si les fonctions f suivantes sont des combinaisons linéaires des
fonctions f; et f5:

1. f:x—sin(2x), fi: x— sin(x) et f> : x — cos(x).

2. f:x—cos(2x), fi:x— sin’(x) et foirx— cos?(x).

1. E1={(x, 3,2, 1) eR*/x=y=2z=41} EXERCICE 3
2. Bx={(x,y,2) € R3/ y+zeR,} Les 3 questions sont indépendantes.
3. B3=1{(x,y) eR*/y = x*} 1. Dans R®, montrer que Vect ((—2,-2,0),(1,0,-1), (4,2,-2)) =
4. E4 = {(x, y, Z) € IRB/_X,'Z = 0} VeCt((l’ ]-!0)) (07 ]-) 1))-
5. Es={(x,7,2) eR3/x+y+3z=1) 2. Comparer Vect(f1, f2) et Vect(fs, fa) avec fi = ch, fo = sh, f3 =exp et
1
6. Es={(a—b,a+b,a-3b),(a,b) €R*} f4:%,
7. E.={(a,a,---,a) e R",ac R}
8. Eg = {(un) € RY, (1) majorée} 3. Montrer que Vect((x — cos(kx))0<k<3) = Vect((x — cosk(x))0<k<3).
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EXERCICE 4

Enoncer proprement en termes linéaires le résultat du cours sur les
équations différentielles linéaires homogenes d’ordre 1 et d’ordre 2 a
coefficients constants, les solutions sont a valeurs réelles.

EXERCICE 5

Dans chaque cas, montrer que les sous-espaces vectoriels F et G sont
supplémentaires dans E.

1. E=¢'®R,R),F={fe€E/f(0)=f'(0)=0} et G={x— ax+b,(a,b) e R?}.

E=%€(]0,1],R), F est'’ensemble des fonctions constantes sur [0, 1] et
1
G= {ge‘g([o,l],R)/f g(ndr= 0}.
0

E=RY,F={(u,) € E/VneN,uy, =0} et
G={(up) e EIVneN, uz, = upps1}.

EXERCICE 6
Les 3 questions sont indépendantes.
1. Montrer que la famille ((1) nen, () neni, (2") nen) est libre dans R™.
2. Soit E = R®. Les familles suivantes sont-elles libres dans E?
(a)
(b)
(©

(f1, f2, f3) avec fi: x—cosx, fr:x—sinxet f3:x— 1.

(fi, fo, f3) avec fi : x—cos’x, fo: x— cos(2x) et f3:x— 1.
(f1, f2, f3, f4) avec fi: x—cosXx, fo: x— xcosx, f3:x— sinx et
fa:x— xsinx.

(oxme],

<K=n

(d) avec n € N.

EXERCICE 7
Les 3 questions sont indépendantes.
1. Déterminer une base des ensembles suivants.
@ Fi={xy2€eR/x-y+z=0et2x-y-z=0}
(b) F,={(x,y,2) eR*/x+y-2z=0}
2. Déterminer une base de % (R) et de </ (R) puis de -A(R) et de «#3(R).

3. Déterminer une base du sous-espace vectoriel F de € (] —1;1[, R) engendré

1-x 1+x 1
ar , 2, I3, avec X—\ —, i Xx—\—,[3:X— et
par (fi, f2, f3, fa) h L T Vo
faix——=
4. X .
1—x2
EXERCICE 8

Soit ne N*, E = 4,(R) et A€ 4,,(R).
On considere F = {M € .4,(R)/AM = M A}.

1. Montrer que F est un sous espace vectoriel de E.

1

2. Onposen=2et A= ( 1 :1 ) Déterminer une base de F.

EXERCICE 9
Soit E I'’ensemble des fonctions deux fois dérivables sur R, a valeurs réelles.
On admet que E est un R— espace vectoriel.
Soit F={f e E/VxeR, f"(x) = (1+x*) f(x)}.
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.
Pour la suite de lU'exercice, on considere une fonction f de F ne sannulant

3. (a) SoitneN* etE=.4,R). pas surR.
La famille (1, J, J?) ol1 J est la matrice ne contenant que des 1 est-elle . s B X1
libre dans E? 2. Montrer que la fonction g définie sur R par Vx € R, g(x) = f(x) fo 20 dt
(b) Soit E = 4»(®). La famille (I, 4, A%) o1 A = (_11 ‘02) estelle libre | cPpartientalk.
dans E?
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3. Lobjectif de cette question est de montrer que F = Vect(f, g).

(a) Montrer que V(u,v) € F 2 ,u'v—uv' est une fonction constante.
(b) Soit h € F. En déduire qu'il existe un réel A tel que

VxeR,fO ( /ffz r (t)dt Af

dr.
2@

(c) Conclure.

4. En déduire une base de F.

Relations de comparaison I

EXERCICE 10

1. Démontrer queln(x+1) ~ In(x).A-t-one**! ~ %2
X—+00 X—+00

2. Démontrer que In(2x) ~ In(x).A-t-one** ~ 2
X—+00 X—+00

EXERCICE 11
Déterminer un équivalent le plus simple possible pour chacune des

fonctions f suivantes au voisinage de a puis en déduire la limite de fen a:

1. fix—x+1+Inx,a=0eta=+o0.

. fix—ch(Vx),a=+oco.
.f:x'_)(sinx)ln(1+2x2),a:0.
xtan(3x)

. f:x—In(sinx),a=0.

[\S)

w

I

EXERCICE 12

Simplifier les expressions suivantes :

1. f(x) =0 1+x-2x°+0(x%) + x>+ o(xh).
X—

2. f(x) xﬁ:m1+x—2x2+0(x2)+x3+0(x4).
1 1 1 1
3. f(x)x :+oo?+0(x2)+3+}+0(})'
4. f(x) :0(1—x)3+x2(1—x)2—2x(x+0(x3))+0(x3).
X—

EXERCICE 13
Soit f et g deux fonctions telles que f(x) =, 2—x+x*+o(x?) et
X—

g(x) = x+x>+o0(xd.
x—0

Pour tout x au voisinage de 0, écrire les expressions suivantes sous la forme
h(x) + o(x™) avec n € N et n le plus grand possible.

1. f(x)+gx)
2. f(x)g(x)
3. f(x®) +g(x)

4. f(x )—%

EXERCICE 14

Classer les suites suivantes, données par leur terme général, par ordre de
négligeabilité :
n2
1. n,n’,nlnn,vnlnnet —.
Inn
n n? 1
—,— et .
e’ en ne’

1
"2’

N
:I»—'
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EXERCICE 15

Quels sont les équivalents corrects parmi les propositions suivantes?

1. i ~n*+n
2. In(n) ~1n(10°R)
3. exp(n) ~exp(n+107°)

EXERCICE 16

4. exp(n) ~exp(2n)
5. In(n) ~In(n+1).

Déterminer un équivalent simple des suites (u,) suivantes puis leur limite :

3n*-2n%+1
l. uypy=——"———

2nd3 +1
1 1
2. un: -
n-1 n+1
n—vn?+1
3. u,

T 5(nn)d —2n2

4. u,=vVIn(n+1)-Inn

EXERCICE 17

5. u, =In(n®*-3n+2)
6. un:n%—l

. n!+e"
U= e

1 Inn
8. u,= (cos(—)) -1
n

Soit n € N* et (E,) I'équation x +Inx = n d'inconnue x, avec x €]0; +ool.

1. Montrer que I’équation (E;) admet une unique solution dans ]0; +ool.

On note u, cette solution.

2. Montrer que la suite (u,) est croissante.

En déduire qu’elle diverge vers +oo.

3. Déterminer un équivalent simple de la suite (u,).

EXERCICE 18
Soit n € N et f,, la fonction définie sur R par Vx € R, f,(x) = x° + nx + n.

1. (a) Montrer que I'équation f,(x) = 0 admet une unique solution sur R.
On note u, cette solution.

(b) Justifierque VneN,-1<u, <0.

2. Etudier la monotonie de la suite (u,) puis montrer que (u,) converge vers
-1.

1 1
3. Montrer que u, =—-1+—+ 0(—).
n n

EXERCICE 19

e
On consideére la suite (u,,) définie par Vne N, u, = f x*(Inx)"dx.
1

1. (a) Justifier 'existence de u,; pour tout n € N.
3

X
(b) Montrer que Vx € [1;e],0<Inx < " puisque VneN,0 < u, < 3

En déduire la limite de la suite (u,,).

e n+1

2. Montrerque VneN, ;41 = 3 — 3
En déduire un équivalent simple de la suite (u,).

un.

EXERCICE 20

On note (uy,) ,en la suite définie par uy = 0 et uy,+1 = \/ U, + n? pour tout
neN.

1. Montrer que u, +o0.

n—-+oo
2. Montrer que n—1 < u, < npour tout n € N, puis en déduire un équivalent
simple de u, lorsque n tend vers +oo.

1 1
3. En déduire que u, = n—§+0(— .
n
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