
TD 9 : Généralités sur les espaces vectoriels.

Eléments de correction

EXERCICE 4

2. Montrons que Vect((x 7→ cos(kx))0≤k≤3) = Vect
((

x 7→ cosk x
)

0≤k≤3

)

.

Posons F = Vect((x 7→ cos(kx))0≤k≤3) et G = Vect
((

x 7→ cosk x
)

0≤k≤3

)

.

Alors F = Vect(x 7→ 1, x 7→ cos x, x 7→ cos2x, x 7→ cos3x) et
G = Vect

(

x 7→ 1, x 7→ cos x, x 7→ cos2 x, x 7→ cos3 x
)

.

• Montrons que F ⊂G .

Les fonctions f : x 7→ 1 et g : x 7→ cos x appartiennent à G .

Soit x ∈R,cos2x = 2cos2 x −1, donc la fonction x 7→ cos2x appartient à G .

De plus, cos3x = cos2x cos x − sin2x sin x =
(

2cos2 x −1
)

cos x −

2cos x sin2 x = 2cos3 x −cos x −2cos x
(

1−cos2 x
)

= 4cos3 x −3cos x.

Donc la fonction h : x 7→ cos3x appartient à G .

G étant un sous-espace vectoriel, toute combinaison linéaire des vecteurs
f , g et h appartient à G donc F ⊂G .

• Montrons que G ⊂ F .

Les fonctions f : x 7→ 1 et g : x 7→ cos x appartiennent à F .

Soit x ∈R,cos2 x =
cos2x +1

2
=

1

2
+

1

2
cos2x, donc la fonction k : x 7→ cos2 x

appartient à F .

De plus, cos3 x =
cos3x +3cos x

4
=

3

4
cos x +

1

4
cos3x donc la fonction

ℓ : x 7→ cos3 x appartient à F .
G étant un sous-espace vectoriel, toute combinaison linéaire des fonctions
f , g ,k et ℓ appartient à F donc G ⊂ F .

Donc Vect
(

x 7→ 1, x 7→ cos x, x 7→ cos2 x, x 7→ cos3 x
)

⊂ F , d’où G ⊂ F .

Conclusion : F =G donc Vect((x 7→ cos(kx))0≤k≤3) = Vect
((

x 7→ cosk x
)

0≤k≤3

)

.

EXERCICE 6

2.(d) Soit E =R
R et n ∈N.

La famille
(

fk : x 7→ ekx
)

0≤k≤n
est-elle libre dans E ?

Soit (λ0,λ1, · · · ,λn) ∈K
n+1 tel que ∀x ∈R,λ0 +λ1ex

+·· ·+λnenx
= 0.

A-t-on λ0 =λ1 = ·· · =λn ?
Si n ≥ 1 alors lim

x→−∞
(λ0+λ1ex

+·· ·+λnenx) =λ0. Par unicité de la limite,λ0 = 0.

Ainsi :
∀x ∈R,λ0 +λ1ex

+·· ·+λnenx
= 0 ⇐⇒∀x ∈R,λ1 +λ2ex

+·· ·+λne(n−1)x
= 0.

Si n ≥ 2 alors lim
x→−∞

(λ1 +λ2ex
+·· ·+λne(n−1)x) =λ1.

Par unicité de la limite, λ1 = 0.
On réitère le procédé et on obtient successivement λ2 = ·· · =λn = 0.

Donc la famille
(

fk : x 7→ ekx
)

0≤k≤n
est libre dans E .

EXERCICE 9

Soit E l’ensemble des fonctions deux fois dérivables sur R, à valeurs réelles.
On admet que E est un R− espace vectoriel.
Soit F =

{

f ∈ E/∀x ∈R, f "(x) = (1+x2) f (x)
}

.

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E .

F ⊂ E .

Soit f la fonction nulle sur R. Alors ∀x ∈R, f (x) = 0 et f "(x) = 0.

Donc ∀x ∈R, f "(x) = (1+x2) f (x). D’où 0E ∈ F .

Soit ( f , g ) ∈ F 2 et λ ∈R. Soit x ∈R.

(λ f + g )"(x) =λ f "(x)+ g "(x) =λ(1+x2) f (x)+ (1+x2)g (x) car ( f , g ) ∈ F 2.

Donc (λ f + g )"(x) = (1+x2)(λ f + g )(x).

Ainsi F est un sous-espace vectoriel de E .

Pour la suite de l’exercice, on considère une fonction f de F ne s’annulant

pas sur R.

2. Montrer que la fonction g définie sur R par ∀x ∈R, g (x) = f (x)
∫x

0

1

f 2(t )
d t

appartient à F .

f ∈ F donc f est dérivable sur R. Alors elle est continue sur R.

f ne s’annule pas sur R donc t 7→
1

f 2(t )
est continue sur R.
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Alors x 7→

∫x

0

1

f 2(t )
d t est l’unique primitive de la fonction t 7→

1

f 2(t )
s’annulant en 0.

Donc elle est dérivable sur R et ∀x ∈R,
(

∫x

0

1

f 2(t )
d t

)′

(x) =
1

f 2(x)
.

g est dérivable sur R en tant que produit de deux fonctions dérivables sur
R.

∀x ∈R, g ′(x) = f ′(x)
∫x

0

1

f 2(t )
d t +

1

f (x)
.

f ∈ F donc f ′ est dérivable sur R.

g ′ est dérivable sur R en tant que produit de fonctions dérivables sur R.

Soit x ∈R.

g "(x) = f "(x)
∫x

0

1

f 2(t )
d t + f ′(x)×

1

f 2(x)
−

f ′(x)

f 2(x)
= f "(x)

∫x

0

1

f 2(t )
d t .

De plus, f "(x) = (1+x2) f (x) donc

g "(x) = (1+x2) f (x)
∫x

0

1

f 2(t )
d t = (1+x2)g (x).

Ainsi g ∈ F .

3. L’objectif de cette question est de montrer que F =V ect ( f , g ).

(a) Montrer que ∀(u, v) ∈ F 2,u′v −uv ′ est une fonction constante.

Soit (u, v) ∈ F 2.

Alors u et v sont deux fois dérivables sur R. Donc u′v −uv ′ est déri-
vable sur R.

Soit x ∈R.

(u′v−uv ′)′(x) = u"(x)v(x)+u′(x)v ′(x)−u′(x)v ′(x)−u(x)v"(x) = ·· · = 0.

Donc ∀(u, v) ∈ F 2,u′v −uv ′ est une fonction constante. .

(b) Soit h ∈ F . En déduire qu’il existe un réel λ tel que

∀x ∈R,
∫x

0

(h′ f −h f ′

f 2

)

(t )d t =λ

∫x

0

1

f 2(t )
d t .

h ∈ F et f ∈ F donc on peut appliquer le résultat précédent avec u = h

et v = f .

Ainsi ∃λ ∈R/∀t ∈R, (h′ f −h f ′)(t ) =λ.

Donc ∀t ∈R,

(

h′ f −h f ′

f 2

)

(t ) =
λ

f 2(t )
.

Ainsi en intégrant, ∃λ ∈R/∀x ∈R,
∫x

0

(h′ f −h f ′

f 2

)

(t )d t =λ

∫x

0

1

f 2(t )
d t . .

(c) Conclure.

Soit x ∈R,
∫x

0

(h′ f −h f ′

f 2

)

(t )d t =

[

(h

f

)

(t )

]x

0
=

h(x)

f (x)
−

h(0)

f (0)
.

Donc
∫x

0

(h′ f −h f ′

f 2

)

(t )d t = λ

∫x

0

1

f 2(t )
d t ⇐⇒

h(x)

f (x)
−

h(0)

f (0)
=

λ

∫x

0

1

f 2(t )
d t .

Alors ∀x ∈R,h(x) =λ f (x)
∫x

0

1

f 2(t )
d t +

h(0)

f (0)
f (x) =λg (x)+µ f (x)

avec µ=
h(0)

f (0)
∈R.

Ainsi h est combinaison linéaire de f et de g donc h ∈V ect ( f , g ).

D’où F ⊂V ect ( f , g ).

De plus, ( f , g ) ∈ F 2 et F est un R−espace vectoriel donc

V ect ( f , g ) ⊂ F .

Donc F =V ect ( f , g ) .

4. En déduire une base de F .

( f , g ) est une famille génératrice de F . Montrons que cette famille est libre.

Soit (a,b) ∈R
2 tel que ∀x ∈R, a f (x)+bg (x) = 0.

Pour x = 0, on obtient a f (0) = 0.

Or f ne s’annule pas sur R donc f (0) 6= 0. D’où a = 0.

Ainsi ∀x ∈R,bg (x) = 0.

Pour x = 1, on obtient bg (1) = 0.

Or ∀t ∈R,
1

f 2(t )
> 0 et 0 < 1 d’où

∫1

0

1

f 2(t )
d t > 0.

De plus, f (1) 6= 0 donc g (1) 6= 0.

D’où b = 0.

Ainsi la famille ( f , g ) est libre dans F .

Donc ( f , g ) est une base de F .
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EXERCICE 16

8. Équivalent simple de un =

(

cos

(

1

n

))lnn

−1.

Soit n ∈N
∗,un = e

lnn ln

(

cos

(

1
n

))

−1.

ln
(

cos
( 1

n

))

= ln
(

1+
(

cos
( 1

n

)

−1
))

.

Or lim
n→+∞

cos
( 1

n

)

−1 = 0 et ln(1+X ) ∼
X→0

X donc ln
(

cos
( 1

n

))

∼ cos
( 1

n

)

−1

De plus, 1−cos X ∼
X→0

X 2

2
et lim

n→+∞

1

n
= 0 donc cos

( 1

n

)

−1 ∼−
1

2n2
.

Par produit, lnn ln
(

cos
( 1

n

))

∼−
lnn

2n2
.

Par croissances comparées, lim
n→+∞

−
lnn

2n2
= 0 et donc

lim
n→+∞

lnn ln
(

cos
( 1

n

))

= 0.

Or e X
−1 ∼

X→0
X donc un ∼ lnn ln

(

cos
( 1

n

))

et par transitivité,

un ∼−
lnn

2n2
.

EXERCICE 17

Soit n ∈N
∗ et (En) l’équation x + ln x = n d’inconnue x, avec x ∈]0;+∞[.

1. Montrer que l’équation (En) admet une unique solution dans ]0;+∞[.

On note un cette solution.

Soit f : x 7→ x + ln x la fonction définie sur ]0;+∞[.

f est continue et strictement croissante sur ]0;+∞[ comme somme de
telles fonctions.

Alors f réalise une bijection de ]0;+∞[ dans f (]0;+∞[).

lim
x→0

f (x) =−∞ et lim
x→+∞

f (x) =+∞, donc f est bijective de ]0;+∞[ dans R.

Or n ∈R, donc l’équation (En) admet une unique solution dans ]0;+∞[ .

2. Montrer que la suite (un) est croissante.

En déduire qu’elle diverge vers +∞.

f (un) = n, alors un = f −1(n) avec f −1 la fonction réciproque de la fonction
f .

f étant strictement croissante sur ]0;+∞
[

, f −1 est strictement croissante
sur R.

n < n +1, alors f −1(n) < f −1(n +1), donc un < un+1.

Alors la suite (un) est croissante .

lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

f −1(n) =+∞ car lim
x→+∞

f (x) =+∞, donc lim
n→+∞

un =+∞ .

3. Déterminer un équivalent simple de la suite (un).

(un) diverge vers +∞ donc lim
n→+∞

lnun

un
= 0. Ainsi lnun = o (un).

Or, par définition de la suite (un), un + lnun = n donc un +o (un) = n.

Ainsi un ∼ n .

EXERCICE 19

On considère la suite (un) définie par ∀n ∈N,un =

∫e

1
x2(ln x)nd x.

1. (a) Justifier l’existence de un pour tout n ∈N.

Soit n ∈ N. La fonction ln est continue sur [1;e], à valeurs dans [0;1]
et la fonction t 7→ t n est continue sur [0;1]. Donc par composée, la
fonction x 7→ (ln x)n est continue sur [1;e]. De plus, la fonction carré
est continue sur [1;e] donc par produit, la fonction x 7→ x2(ln x)n est
continue sur [1;e].

Donc l’intégrale un existe pour tout n ∈N .

(b) Montrer que ∀x ∈ [1;e],0 ≤ ln x ≤
x

e
puis que ∀n ∈N,0 ≤ un ≤

e3

n +3
.

En déduire la limite de la suite (un).

∀x ∈ [1;e], ln x ≥ 0.

La fonction x 7→ ln x −
x

e
est croissante sur [1;e] (à montrer !).

De plus, f (e) = 0 donc f est négative sur [1;e].
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Ainsi ∀x ∈ [1;e],0 ≤ ln x ≤
x

e
.

Soit n ∈N et x ∈ [1;e],0 ≤ ln x ≤
x

e
donc 0 ≤ (ln x)n

≤
xn

en
.

Or x2
≥ 0 donc 0 ≤ x2(ln x)n

≤
xn+2

en
.

Par croissance de l’intégrale, puisque 1 < e, alors 0 ≤ un ≤

∫e

1

xn+2

en
d x.

Donc 0 ≤ un ≤
1

(n +3)en
(en+3

−1). Or en+3
−1 ≤ en+3 donc

0 ≤ un ≤
en+3

(n +3)en
. Ainsi ∀n ∈N,0 ≤ un ≤

e3

n +3
.

Or lim
n→+∞

e3

n +3
= 0 donc d’après le théorème d’encadrement,

lim
n→+∞

un = 0 .

2. Montrer que ∀n ∈N,un+1 =
e3

3
−

n +1

3
un .

Soit n ∈N,un+1 =

∫e

1
x2(ln x)n+1d x.

On pose

{

u′(x) = x2

v(x) = (ln x)n+1 . Alors











u(x) =
x3

3

v(x) = (n +1)
(ln x)n

x

.

u et v sont de classe C
1 sur [1;e].

Par intégration par parties, un+1 =

[x

3
(ln x)n+1

]e

1
−

n +1

3

∫e

1
x2(ln x)nd x =

e3

3
−

n +1

3
un .

Donc ∀n ∈N,un+1 =
e3

3
−

n +1

3
un .

En déduire un équivalent simple de la suite (un).

Soit n ∈N,un =
e3

n +1
−

3

n +1
un+1.

Or
3

n +1
un+1 = o

(

e3

n +1

)

(vérifiez-le !) donc un =
e3

n +1
+o

(

e3

n +1

)

.

Ainsi un ∼
e3

n +1
.
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