‘ TD 9 : Généralités sur les espaces vectoriels. I
k

2. Montrons que Vect ((x — cos(kx))p<k<3) = Vect ((x — COS x)o f 3).

Posons F = Vect ((x — cos(kx))p<r<3) et G = Vect ((x — cos¥ x)0<k<3).

EXERCICE 4

Alors F = Vect(x— 1,x— cosx, x— cos2x,x— cos3x) et
GzVect(x»—»l,chosx,x*—»coszx,xr—»cos?’ ).

¢ Montrons que F c G.
Les fonctions f: x— 1 et g: x— cosx appartiennent a G.
Soit x € R, cos2x = 2cos® x — 1, donc la fonction x — cos2x appartient a G.
cos3x = cos2xcosx — sin2xsinx = (20052 X — 1) COoSX —
x =2c0s” x — cos x —2cos x (1 — cos® x) = 4cos® x — 3 cos x.

De plus,

2 cos xsin®

Donc la fonction /i : x — cos3x appartient a G.

G étant un sous-espace vectoriel, toute combinaison linéaire des vecteurs
f,g et h appartient a G donc F c G.

e Montrons que G C F.

Les fonctions f: x— 1 et g: x— cosx appartiennent a F.
. 2 cos2x+1 1 1 . 9
Soit x e R,cos“ x = — = > + > cos2x, donc la fonction k: x — cos” x

appartienta F.

3 cos3x+3cosx 3 1 .
De plus, cos” x = 2 = 1 COoSX + 1 cos3x donc la fonction
¢: x— cos® x appartient a F.

G étant un sous-espace vectoriel, toute combinaison linéaire des fonctions

EXERCICE 6

2.(d) Soit E=R* et ne N.
La famille (fk (X ekx)0< _, est-elle libre dans E?

Soit (A, A1, ,An) K tel que VX e R, Ag+ A1e* +---+ 1,8 = 0.
A-t-OIlA() :Al = :An?

Sin =1 alors xgmw(AO+A1 e*+---+1,e™) = Ag. Par unicité de lalimite, 1o = 0.
Ainsi:

VXeR Ao+ A1e5++ 1, =0 VxeR A+ Aze* +---+ 1, V¥ =0,
Sinz2alors lim (A1 +Aze" +--+Ape" V) = Ay

Par unicité de la limite, A; = 0.

On réitere le procédé et on obtient successivement Ap =--- =1, =0.

Donc | la famille (fk DX ekx)o .
=K=n

est libre dans E |.

EXERCICE 9

Soit E I’ensemble des fonctions deux fois dérivables sur R, a valeurs réelles.
On admet que E est un R— espace vectoriel.
Soit F={f e E/VxeR, f"(x) = (1+x*) f(x)}.

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

FcE.

Soit f la fonction nulle sur R. Alors Vx € R, f(x) =0et f"(x) =0.

Donc Vx€R, f"(x) = (1+x?) f(x). D'ot1 0 € F.

Soit (f, g) € F? et A € R. Soit x € R.

Af+8)"X)=Af"(x)+g"(x) = A1+ x*) f(x) + 1 + x*) g(x) car (f, g) € F>.
Donc (Af +g)"(x) = (1 + x*)(Af + g)(x).

Ainsi ’ F est un sous-espace vectoriel de E ‘

Pour la suite de lUexercice, on considere une fonction f de F ne sannulant
pas surR.

f,g ket appartienta F donc GC F. 2. Montrer que la fonction g définie sur R par Vx € R, g(x) = f(x) fx 21 dt
Dochect(x»—»1,x»—>cosx,x»—>coszx,x»—>cos‘°’x)CF, douGcF. appartient 2 F. o fH(0)
Conclusion : F = G donc| Vect (x — cos(kx))ozgs) = Vect ((x s cosk x)0<k<3) . f € Fdonc f estdérivable sur R. Alolrs elle est continue sur R.
<ks f ne s’annule pas sur R donc ¢ — 20 est continue sur R.
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Alors x-—>f0 fz(t)dtestlunlque primitive de la fonction ¢ — 72(1) Ainsi en intégrant,| I e R/Vx € [Ri,fo ( ff hy (t)dt /lf 70 dt.|
s’annulant en 0.
D lle est dérivable sur R et Vx € R (fx ! dt),(x) ! (©) Conelure. / / x
onc elie est deriva , —_— = —". X hWf-h h h h(0
o f2(D) f2(x) SoithIRZ,f (#)(t)dt: [(—)(t)] _ ) kO
g est dérivable sur R en tant que produit de deux fonctions dérivables sur 0 f f o fx) [0
n ' h h(0
R. £ 1 . DOHCf(fzf)(t)dt:/lf : . h®» _hro _
VxeR,g’(x):f’(x)f —di+—. 0 f f (t) fx) £
o fe(0) f ’lf dt
f € F donc [’ est dérivable sur R. o 20
g’ est dérivable sur R en tant que produit de fonctions dérivables sur R. 3 f o1
Soit x € R, Alors VxeR, h(x) = Af(x) | fz(t) f(O) f(x) Ag(x) +pf(x)
* o1 1 f (x) h(0)
"(x) = "(x)f dt+ f'(x) x "(x )f dt. ==
8 f o F2(0) f Z(x) 2(x =f"x fz( n avec U = 70 eR.
De plus, f"(x) = (1+ x?) f(x) donc Ainsi h est combinaison linéaire de f et de g donc h € Vect(f, g).
g"(x) = (1+ xz)f(x)fx %dt — 1+ )8, D’ou F c Vect(f, g).
o f=(1) De plus, (f, g) € F? et F est un R—espace vectoriel donc

Ainsi . Vect(f,g) cF.

3. Lobjectif de cette question est de montrer que F = Vect(f, g). Donc’ F=Vect(f,g) ‘

(a) Montrer que VY (u,v) € F2, u'v— uv' est une fonction constante.
Soit (¢, v) € F?.

4. En déduire une base de F.
(f, g) estune famille génératrice de F. Montrons que cette famille est libre.

Alors u et v sont deux fois dérivables sur R. Donc u'v — uv' est déri- Soit (a, b) € R tel que Vx € R, af(x) + bg(x) =
vable sur R. ’ . ’
) Pour x = 0, on obtient af(0) =
Sollt xe IRE', , , , , Or f ne s’annule pas sur R donc f(0) #0. D’ou a = 0.
(wv—uv) (x)=u"@vx)+u (X)v'X)-u (x)v (x)-ux)v"(x)=---=0.

Ainsi Vx € R, bg(x) =
Pour x =1, on obtient bg(1) =

Donc|V(u,v) € Fz, u'v— uv' est une fonction constante. |.
(b) Soit h € F. En déduire qu'il existe un réel A tel que

OrvteR, —— >0et0<1d’ou[ dt>0.

Vxe[R,f ( fzf (dt = Af ——dt. f2 120}

f J( ) De plus, f(1) # 0 donc g(1) #0.
h e F et f € F donc on peut appliquer le résultat précédent avec u = h D'oti b =0.
et. v : I , , Ainsi la famille (f, g) estlibre dans F.
AinsiIAeR/VteR, (b f—-hf)(t) =

Wf-hf 1 Donc’ (f, g) est une base deF‘.
DochteR,( )()

f? JE0)
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EXERCICE 16

Inn
8. Equivalent simple de u,, = (cos (—)) -1
n

A " lnnln(cos(%))
SoitneN",u,=-e -1.

in{cos( 1)) =1n 1+ (cos ) 1)) |

Or lim cos(l)—I:Oetln(1+X) & X donc ln(cos(%)) ~cos(;)—1

n—+oo n -0

x* 1 1 1
Deplus,1-cosX ~ —et lim —=0donc cos(—) -1~-——.
X—0 2  n—+oop n 2n?

Par produit, Innln (cos (%)) ~ _;n?rzz.

. 3 ) nn
Par croissances comparées, lim ——— =0etdonc
n—+oo 2n2

lim In nln(cos (l)) =0.

n—+oo n

1
OreX-1 ~ Xdonc u, ~Innln (cos (—)) et par transitivité,
n

X—=0

Inn
un ~ .
2n?

EXERCICE 17
Soit n € N* et (E,) I'équation x +Inx = n d'inconnue x, avec x €]0; +ool.
1. Montrer que I’équation (E;) admet une unique solution dans ]0; +ool.
On note u,, cette solution.
Soit f: x — x +1nx la fonction définie sur ]0; +ool.

f est continue et strictement croissante sur ]0; +oo[ comme somme de
telles fonctions.

Alors f réalise une bijection de ]0; +oo[ dans f(]0; +ool).

2. Montrer que la suite (u,,) est croissante.
En déduire qu’elle diverge vers +oo.
f(uy)=n,alorsu, = f ~L(n) avec f ~!1a fonction réciproque de la fonction

f

f étant strictement croissante sur ]0;+oo |, f ~1 est strictement croissante
sur R.

n<n+1,alors f_l(n) < f_l(n+ 1), donc u,, < tj41.

Alors la suite \ (u;) est croissante \

lim u,; =+oco|

lim u,= lim f'(n)=+ococar lim f(x)=+oo,donc
n—+oo X—+00 n—+oo

n—+oo

3. Déterminer un équivalent simple de la suite (uy,).
nuy,

1
(u,) diverge vers +oo donc nlirP =0.Ainsilnu, = o(uy).
—+00

Un
Or, par définition de la suite (u,), u, +Inu, = ndonc u, + o(u,) = n.

Ainsi .

EXERCICE 19

e
On considere la suite (u,,) définie par VneN, u, = f x*(Inx)"dx.
1

1. (a) Justifier I'existence de u;, pour tout n € N.

Soit n € N. La fonction In est continue sur [1;e], a valeurs dans [0;1]
et la fonction t — " est continue sur [0;1]. Donc par composée, la
fonction x — (Inx)” est continue sur [1;e]. De plus, la fonction carré
est continue sur [1; e] donc par produit, la fonction x — x*(Inx)" est
continue sur [1;e].

Donc|l'intégrale u,, existe pour tout n € N |.

3

X
(b) Montrer que Vx € [1;e],0<Inx < E puisque VneN,0 < u, <

lim f(x) = —ocoet lim f(x)=+oo, donc f estbijective de ]0; +oo[ dans R. +3
x—0 X—+00 En déduire la limite de la suite (u,,).
Or neR, donc ‘ I’équation (E;) admet une unique solution dans ]0; +oo[ |. Vxe[l;e],Inx=0.
X
La fonction x — Inx — > est croissante sur [1;e] (a montrer!).
De plus, f(e) =0 donc f est négative sur [1;e].
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X
Ainsi|Vxe[l;e],0<lnx=<—|
e

X x"
SoitneNetxe[l;e],0<lnx< p donc0<(lnx)" < prt

n+2
Orx*>0donc0< x*(nx)" <

en
e n+2

Par croissance de I'intégrale, puisque 1 < e, alors 0 < u,, < f -
1 e

Donc0<u, < @3 -1).0re" -1=<e"*3 donc

(n+3)e"
en+3 63
O<u,<— Ainsi|VneN,0<su, < .
(n+3)e" n+3
3
Or lim =0 donc d’apres le théoreme d’encadrement,
n—+oo 11+ 3
lim u,=0|
e n+l
Montrer que Vn e N, u,+1 = ? — Tun

e
SoitneN, U1 :f x*(nx)"dx.
1

3
u'(x) = x* u(x) = —

On pose{ v(x) = (Inx)"™+ . Alors (Inx)" -

vix)=(n+1)

u et v sont de classe €' sur [1;e].

. . . X n+1
Par intégration par parties, ;41 = [g(lnx)
3

e n+l
— - Up.
3 3 7"

e n+1
Donc|VneN,uyy1 = — — Uy |

3 3
En déduire un équivalent simple de la suite (u;,).

3
e 3

SoitneN, u, =

——Up+1-
n+l n+1

+1 ¢
e_n_f x*(nx)*dx =
1 3 1

dx.

Ainsi

¢ 1) (vérifiez-le!) donc u,, =

3

e3

_+_
n+1

|

n+1

)
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