TD 12
G@'—OB]ECTIFS :

e AL 27-1:Montrer qu'une application est linéaire.

o AL27-2 et AL 27-3 : Déterminer le noyau et 'image d'une application
linéaire.

o AL 27-4, AL 27-5 et AL 27-6 : Montrer qu'une application linéaire est
injective, surjective, bijective.

e AL 27-7:Déterminer le rang d'une application linéaire.

o AN 28-1: Utiliser la dérivabilité pour calculer des limites.

e AN 28-2: Interpréter géométriquement un nombre dérivé.

o AN 28-3 et AN 28-4 : Etudier la dérivabilité d'une fonction en un point, sur
un intervalle.

e AN 28-5: Calculer la dérivée d'une fonction et les dérivées successives.

e AN 28-6 et AN 28-7 : Connaitre et savoir utiliser les théoremes de Rolle et
des accroissements finis.

« AN 28-8 et AN 28-9 : Montrer qu'une fonction est de classe €', €" ou €
en un point, sur un intervalle.

e AN 28-10: Déterminer une valeur approchée d'un nombre réel a I'aide des

suites.
L e AN 28-11: Résoudre une équation différentielle avec raccordement.
Applications linéaires I
EXERCICE 1

Les applications suivantes sont-elles linéaires ? Lorsqu’elles le sont,
déterminer le noyau et I'image.
. f: R - R3
(x,y3,2) — ((x,xy,x—2)

2. f rRE - R
(xX,,2) — (x+)2x+20,x—y+2)
3. f RS - R3
(x,,2) — (x=-3y,x+y,2+2)
4. f : CRR) — CERR)
u — expou
5. f @ €RR) — LCRR)
u — UXCOSUu
6. ¢ : C'RR — CRR)
f — 2f'-
7. f RN — RV
(Undnen —  (Up+1)neN
8. f : RaX] — Ry [X]
P — P+(1-X)P
9 f: C - C
z — iz—iz
10. f MR — MR
M - M
EXERCICE 2

1. Soit f I'application définie sur .#»(R) par VM € 4> (R), f(M) = AM avec
JURLES!
1 1)
(a) Montrer que f est un endomorphisme de .45 (R).

(b) Déterminer le noyau et I'image de f.
Lapplication f est-elle injective ? surjective ? bijective ?

2. Mémes questions avec f définie sur Ro[X] par VP € Ry[X], f(P) = XP'+ P.

EXERCICE 3
Soit f et g les applications définies sur R® par V (x, y) € R?, f(x, ) = (x + J,2x)
et g(x,y) = (y,x).
1. Montrer que f et g sont des automorphismes de R?.
Déterminer f et g !,
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2. Onnote h=gof—-fog.

(a) Justifier que h € £ (R?).
(b) L'application h est-elle injective ? surjective?

EXERCICE 4
Soit E = {(un) neny € RV/VY R €N, 12 = 3Ups1 — 2Up}.
1. Montrer que E est un espace vectoriel.
2. Soit ¢ I'application de E dans R? définie par V(i) nen € E,
& ((Un) nen) = (uo, uz).

Montrer que ¢ est linéaire. Déterminer son noyau et son image et conclure.

EXERCICE 5

1. Démontrer qu'il existe une unique application linéaire f de R® dans R
telle que f(1,0,0) = (0,1), f(1,1,0) = (1,0) et f(1,1,1) = (1,1).
Calculer f(x, y,z) pour tout (x, y, z) € R,
Déterminer le noyau et I'image de f.

2. Démontrer qu'il existe une unique application linéaire f de R* dans R®
telle que f(1,2) =(1,1,0) et f(2,1) =(0,1,1).
Calculer f(x, y) pour tout (x, y) € R?.
Déterminer le noyau et I'image de f.

EXERCICE 6

Soit %8 1a base canonique de R® et f 'endomorphisme de R® définie par

V(x,1,2) ER, f(x,1,2) = (4x+2y—42,2),2x +2y — 22).

1. (a) Déterminer une base de Ker f et une base de Imf.

(b) Soit %’ la famille formée par concaténation d'une base de Kerf et

d'une base de Imf.
Justifier que %' est une base de R® et déterminer les coordonnées,
dans %', des images par [ des vecteurs de %’'.

2. SoitG:{(x,y,z)€IRS/x+y—22:Oet—Sx—2y+4z:0}.

(a) Montrer que G est un sous-espace vectoriel de R3.
(b) G et Imf sont-ils supplémentaires dans R>?

EXERCICE 7

On considere I'application f de R,[X] définie par VP € R,[X],
f(P)=(X*+1)P(1)+P.

1. Montrer que f est un automorphisme de R [X].

2. Le but de cette question est de déterminer I'expression de f~1.

(a) Montrer que f?—4f+3id =0 ol f2 = fo f et id est 'application
identité de R, [X].

(b) En déduire une expression de f~! en fonction de f.

(c) Déterminer I'expression explicite de £~ (P) pour tout P € Ry [X].

EXERCICE 8

1
Soit 9B = (Eq1, E12, E21, E22) la base canonique de .4 (R) ou Ej; = ( 0) ’

00
01 00 00

1. On considere I'application trace, notée Tr, définie sur .4 (R) par
b o
VM = (z d) € M>[R), Tr(M) = a+d et on admet que cette application est
linéaire de .4, (R) dans R.

(a) Déterminer le noyau et 'image de I'application Tr.
(b) Lapplication Tr est-elle injective? surjective?

1 -1 -1 1
On considere 'application f définie sur 4> (R) par VM € 4> (R),
fM)=Tr(M)A+ BM.

2. Soit A= (2 0 ) etB= ( 1 _1) deux matrices de > (R).
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(a) Montrer que f est un endomorphisme de .45 (R).

3
0

(c) Calculer f(Ey; — Ej2 + E21 — E»2). Déterminer une base du noyau de f.

(b) Vérifier que f(Eq;) = ( _01) Déterminer une base de I'image de f.

EXERCICE 9

Soit E un K—espace vectoriel et f un endomorphisme de E.
Montrer que Ker(f o f) = Kerf si et seulement si Im f nKer f = {0}.

EXERCICE 10
Soit E un K—espace vectoriel et f une endomorphisme de E vérifiant
fof==f (.
1. Montrer que Vx € E, f(x) + x € Kerf.
2. (a) Lapplication —idg vérifie-t-elle (*)? Si oui, est-elle bijective?
(b) On suppose f # —idg.
Montrer qu'’il existe x € E tel que f(xo) + xo # Op.
En déduire que f n’est pas bijective.
3. Montrer que E = Kerf @ Imf.

Dérivabilité I

EXERCICE 11
Les questions sont indépendantes.

1. Déterminer les réels a et b tels que la fonction f définie sur R, par

f'xH{\/} si 0<sx<1

) soit dérivable sur R*.
ax*+bx+1 si x>1 +

1
2. Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par Vx €]0; +ool, f(x) = x? {—J .
X

(a) Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.
On note encore f la fonction ainsi prolongée.
(b) Etudier la dérivabilité de f en 0.

3. Etudier la dérivabilité de la fonction f définie sur [-1;1] par
Vx e [-1;1], f(x) = (1 — x?)Arccos(x?).
3
X
4. (a) Montrer que, VxR, x — 3 <sin(x) < x.

(b) Montrer que la fonction f définie sur R par
sin(x) .
— sSix#0

x est dérivable sur R.
1 six=0

flx) =

EXERCICE 12

Les questions sont indépendantes.

1. Soit (a, b) € R? tel que a < b et neN”. Soit f: [a; b] — R une fonction n fois
dérivable sur [a; b].
On suppose que f(a) = f'(a)=---= f* V(@)= f(b) = 0.
Démontrer qu'il existe c €]a; b| tel que " (c) =0.
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2. Soit a>0et f:[0;al — R une fonction dérivable sur [0; a] telle que
f0)=f(a)=0et f'(0)=0.
fx)

(a) Montrer que la dérivée de g : x — —— s’annule sur ]0; af.
X
(b) En déduire qu’il existe un point autre que 'origine en lequel la
tangente a la courbe de la fonction f passe par |'origine.

3. Soit (a, b) € R* tel que a < b et n € N. Montrer que la fonction f définie sur
R par VxeR, f(x) = x" + ax+ b s’annule au plus trois fois sur R.

EXERCICE 13

Les questions sont indépendantes.
Démontrer les inégalités suivantes :

1. V(x,y) € IRZ, |Arctan(x) — Arctan(y)| < |x—yl.

2. VxeR,,x<e*—1< xe.

1 X x+1
3. ‘v’xeﬂ%j,(1+—) <e<(1+—) .
X X

EXERCICE 14
Les questions sont indépendantes.

EXERCICE 15
Soit n € N.

1. Apres avoir justifié leur existence, calculer la dérivée n—ieme de chacune
des fonctions f suivantes :

(@ f:x—e'sinx
b) f:x—x*A+x)"
2. Calculer de deux facons différentes la dérivée n—ieme de f: x — x

En déduire Z E

k=0

2n

EXERCICE 16

L objectif de cet exercice est de proposer une méthode pour déterminer une
valeur approchée de v2 210~ pres.

| 52
Soit f la fonction définie surRpar VxeR, f(x) =1/1+ > et (uy) la suite

Ll():()

définie par{ VnelN, Un+1 = f(un) .

: 1. .
1. Montrer que la fonction f est ——lipschitzienne sur R.

V2
1
2. (a) Montrer que Vnel\l,|un+1—\/§|s$|un—\/§|.

2 1 .
1. Montrer que la fonction f définie sur R par f: ¢t — { (l; e’ S? ;fg est 1\"
. ) StE= (b) En déduire que VneN,|u, — V2| < \/i(—) .
dérivable sur | — oo;0]. Est-elle de classe € sur ] —oo;0] ? V2
e _1 (c) Montrer que (u;) converge et préciser sa limite.
: AR . six#0 In5
2. La fonction f définie sur R par f: x — . x . 7 . est-elle de (d) Ondonne oh 2,3. A partir de quel rang N est-on assuré que uy est
six=
classe €' sur R? une valeur approchée de v2 2107 pres?
3. Déterminer la classe de la fonction f définie sur R par f : x — x|x|.
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EXERCICE 17

1. Soit C et D deux réels. On considére la fonction f définie sur R* par
x> +Cx six>0

VxeR", = .
xe F® {xz—Dx six<O0

(a) Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.

(b) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur C et D pour que
le prolongement ainsi obtenu soit de classe € sur R.

2. On considere I'équation différentielle (E) : xy' — y = x°.

(@) Sur quels intervalles se place-t-on pour résoudre cette équation?

(b) Résoudre cette équation sur chacun des intervalles déterminés
ci-dessus.

(c) Résoudre I'équation (E) sur R.

EXERCICE 18

On consideére 'équation différentielle (E) : ty' +|t]y = t2e7 .

1. (a) Sur quels intervalles se place-t-on pour résoudre cette équation?
(b) Résoudre I’équation (E) sur chacun des intervalles déterminés
ci-dessus.

2. Etudier I'existence de solutions définies et de classe € sur R.
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