Probleme :

On considére 1’équation différentielle sur 10, 7| :

Partie A :

(1) On introduit la fonction

f 0,7 - R

z  +— sin(z)In(tan(%)).

(a) Montrer que f est une fonction de classe C* sur |0, 7[.

(b) Montrer que, pour tout z €]0, x|, f”(z) = —f(x) + Zi);((g

ésoudre 1'équation homogene associée a (F). En déduire les solutions de sur 10, 7[.
2) Résoudre 1’é ion h ¢ iée a (F). En déduire les solutions de (E 0

Partie B :

Dans cette partie, on souhaite retrouver de maniere différente le résultat obtenu précédemment. Pour
cela, on cherche les solutions de (E) sur |0, 7| de la forme

x> y(x) = z(z) sin(z),
ol z est une fonction deux fois dérivable sur |0, 7[.

(3) (a) Montrer que la fonction g : 2 + In (tan (%)) est dérivable sur ]0, 7.
(b) En déduire une primitive de la fonction x ﬁ

(4) (a) Montrer que la fonction h définie sur ]O7 3 [ u ] %771'[ par h(x) = se prolonge en une

fonction h continue sur 0, 7].
(b) Montrer que h est dérivable sur ]0, 7[.
(c¢) En déduire une primitive sur ]0, [ de la fonction x — =
(5) (a) Montrer que y est solution de (E) sur |0, 7| si et seulement si 2z’ est solution d’une équation
différentielle linéaire du premier ordre sur |0, 7| que l'on notera (E’).
(b) Déterminer les solutions de (E’) et en déduire 'expression de z'(x) pour tout = €0, 7[.
(c¢) En déduire la valeur de z(z) sur |0, «[.
(d) Montrer que 'on retrouve bien I’expression des solutions de (E) sur 0, 7[ obtenues dans la
partie A.
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Correction :

Partie A :

1) (a)

f"(z)

La fonction & — % est de classe C> sur ]0, [ et & valeurs dans 0, 5 [. De plus, la fonction
x +— tan(z) est de classe C* sur |0, %[ et & valeurs dans R%, donc, par composition, la
fonction = — tan (£) est de classe C* sur |0, [ et & valeurs dans RY .

La fonction x — tan (%

x — In(z) est de classe C* sur R*, donc, par composition, la fonction 2 — In (tan (%)) est
de classe C* sur |0, 7.

Les fonctions z — sin(z) et 2 — In (tan (%)) sont de classe C* sur |0, 7[, donc par produit,
la fonction f : 2 — sin(z)In (tan (%)) est de classe C* sur |0, 7[.

Soit x €]0, [, on a

) est de classe C* sur |0, 7r[ et & valeurs dans R . De plus, la fonction

f'(z) = cos(z)n (tan (%)) + w
= cos(z)In (tan (%)) + Sinz(w) (tanl(’”) + tan (5)) :
2
Donc , pour tout x €]0, 7|, on a
= —sin(x)In (tan (%)) + %
cos(x T sin(x I+tan®(% T
o (ot (g) ) + 22 (-3 (e (5)))
= —sin(z)In (tan (%)) + cos(x) tanl(%) + tan (;”)) + Sln4(x) (tan2 (2) - tan21(g)>
cos( £ sin( £ sin(z sin?(2 cos?(&
= —sin(z)In (tan (%)) + cos(x) sing; + COSEE))) + gin@) (aoﬁ%%% _ sz((g;)
= —sin(z)In (tan (£)) + cos(z) Co:i(é))tzl(l()% )> + bm4(w) <S:;:2( é))_ Sclzs:((;))
= —sin(z)In (tan (%)) + cos(x) (Sin2(:r)) + Sm4(x) Aot (3) cor 522)((;;112(;’)%082(5)))
= i) n tan (5)) + 200 st
= —sin()In (tan (§)) + 555
= o)+ 4.

(2) On résoud I’équation homogene associée a (F) :

(Eo) : y"(z) + y(z) = 0.

L’équation caractéristique associée & (FEp) est r2 + 1 = 0, qui admet pour solution les complexes
i et —i. Ainsi, ’ensemble des solutions de (Ejp) est

So = {z — Acos(z) + psin(z) | (A, pu) € R*}.

De plus, d’apres la question (1)(b), f est une solution de (E), donc I'ensemble des solutions de
(E) est

Partie B :

S= {IE — Acos(z) + psin(z) + sin(z) In (tan (g)) | (A ) € RQ} .



®3) (a)

()

(5) (a)

La fonction x + § est dérivable sur ]0,7[ et a valeur dans ]07 5 [ De plus, la fonction
z +— tan(x) est dérivable sur ]0, %[7 donc, par composition, la fonction z +— tan (%) est
dérivable sur ]0, 7| et a valeurs dans R

La fonction x — tan( ) est dérivable sur |0, 7[ et & valeurs dans R . De plus, la fonction
x — In(x) est dérivable sur R* , donc, par composition, la fonction g : z — In (tan (%)) est
dérivable sur ]0, [

Pour tout x €]0,7[, on a

g(x) = 3

Donc, une prlmltlve de z est donnée par = — In (tan (£)).

sm(a:)

On a lim tan(z) = 4+oo et lim tan(z) = —oo. Ainsi, par passage au
=5 o3t

Soit h: z —

tan(z

quotient, on a

Donc, par existence et égalité des limites a gauche et a droite en Z, la fonction A admet une

limite finie (égale & 0) en Z et donc h est prolongeable par contlnulte en 3.

2
Pour tout = € }O, 5 [ U ] 5 77[, la fonction x — tan(z) est dérivable et ne s’annule pas, donc
hize W est dérivable sur |0, 5[ U5, 7[. De plus, pour tout z € |0,5[U]%,7[, on a
~ 1+ tan? 1
W (z) = _w - ——.
tan®(z) tan®(x)

De la méme maniére que pour la question (4)(a), la fonction A’ admet une limite finie en 3

égale a —1 et donc, d’apres le théoreme de la limite de la dérivée, h est dérivable en 5

D’apres la question (4)(b), on a, pour tout = €]0, 7|,

g(x)=-1- 1 _1— cos® () _ _sinz(x) + cos?(x) _ .
tan®(@) sin’ () () @)
3 M . . 1 1
Ainsi, une primitive de x SnZ(2) est v — —Tan()

On pose y(x) = z(x) sin(x) sur |0, 7[. On a alors, pour tout = €]0, [,

y'(z) = 2/(z) sin(x) + 2(z) cos(z) et y"(z) = 2" (x)sin(x) + 22'(x) cos(z) — z(x) sin(z).

Alinsi, si y est solution de (E), alors on a

() +y() = D)
& 2(a)sin(x) + 22/(2) cos(x) — 2(x) sin(a) + 2(x) sin() = )
& 2'(x)sin ( ) +22'(x) cos(x) = Z?j((i))
& 2(z)+27 (o)) = oo



Donc y est solution de (E) sur |0, 7[ si et seulement si 2’ est solution de I’équation différentielle
(E') : ¢'(x)(2) + 2¢' (x)

cos(x) _ cos(z)
sin(z) sin? (z) ’

Comme sin(z) > 0 sur ]0,7[, une primitive de z 2?’;53 est x — 2In(sin(z)), donc

Pensemble des solutions, sur 0, 7|, de I'équation homogene (E}) : ¢ (z)(x) +2¢' (2) <) = 0

sin(z)

associée a (F') est
. A
Sy ={o > Ae72nEm@) | ) eRY = {:v - —— | A€ R}.
sin”(z)

A(x)

On applique a présent la méthode de la variation de la constante. Soit ¢ : x — =5 @

une
solution de (E'), avec A dérivable sur ]0, 7r[. Pour tout = €]0, [, on a

o (2) = N (z) sin®(x) — 2X(z) cos(x) Sin(x).

sin(z)
On a alors, pour tout = €]0, 7,

P(z) +2¢/ () i) = st

sin(z) sin?(z)
N (z) sin? (x) =2 (z) cos(z) sin(x) A(z) cos(x) _ cos(x)
= N () sin )sin4(x)( ) +25in2(z) sin(z) ~— sin?(z)
x)sin®(xz) __ cos(z
= sin? (z) ~ sin?(z)

< N(x) = cos(x).

Une primitive de x — cos(x) étant = — sin(z), une solution particuliere de (E') est ¢ : &
Ainsi, 'ensemble des solutions de (E’) sur |0, [ est

A 1
sin®(z)  sin(x)
D’apres la question (5)(a), y est solution de (F) si et seulement si 2z’ est solution de (E’).
Ainsi d’ aprés la question (5)(b), il existe A € R, tel que, pour tout z €]0, x|, 2/(z) =
o On en dedult des questions (3)(b) et (4)(c) que, pour tout = €]0, 7| il existe
n € R, tel que z(z) = tan(l,) +In (tan (£)) + p.
D’aprés la question (5)(a), y :  +— z(x)sin(x) est solution de (E) si et seulement si 2’ est
solution de (E’). Or, d’apres la question (5)(c), 2’ est solution de (E’) si et seulement si,
pour tout = €]0, [, z(x) = tan(z) +In (tan (%)) 4 p. Ainsi, I'ensemble des solutions de (E)
est

iln(r

2(2:) +

qln(r

s = é( o + o (tan (3 ))+u)sm( >|<w>eR2}
z — Acos(z) + psin(z) + sin(z) In (tan (£)) | (A, p) € R?}.

On retrouve bien ce que l'on a trouvé a la question (2).



