Probleme :

Dans ce probleme, on pose, pour tout n € N* et tout ¢ € [0, 7],

n 1 n
B, = Z e et Dp(t)— 1+ QZcos(k‘t).
k=1 k=1

(1) (a) Montrer que pour tout n € N* et tout ¢ € [0, 7], on a

k=—n
(b) En déduire que, pour tout n € N* et tout ¢ €]0, 7], on a
: 2n+1
sin (=5=1
S1n (5)

(¢) Calculer D, (0) pour tout n € N*.
(2) (a) Démontrer que, pour tout k € N*, on a

[ 1
/ (277 - t> cos(kt)dt = =k

0

(b) En déduire que, pour tout n € N*, on a

T

t? Dp(t) — 1
0

(c) Déterminer la valeur de
Flo
2m
0

(d) En déduire que, pour tout n € N*, on a

72 17r 2

— —B,== [ [t— =) D,(t)dt.

6 " 2/( 27r> n(t)
0

(e) En déduire que, pour tout n € N*, on a

us

%2 B, = 0/ Sirf(t) <2 _ ff) sin((2n + 1)t)dt.

(3) On suppose que la fonction f : ¢+ =t ( - %) est de classe C! sur [O,

sin(t)
intégration par partie, montrer que

n+—r—+oo

lim f()sin((2n + 1)t)dt = 0.
/

(4) En déduire la limite de la suite (B, )nen:-
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Correction :

(1) (a) Pour tout n € N* et tout t € [0, 7], on a, d’apres la formule d’Euler,
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= 1425 cos(kt) = D,(t).
k=1

(b) Pour tout n € N* et tout ¢ €]0, 7], on a, d’apres la question (1)(a),
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(c) Par substitution, on a sin (241 t) -tlt et sin () o 2 donc D, (t) o 2n 4+ 1 et
D, (0) = 2n + 1.

(2) (a) Pour tout k € N*, les fonctions ¢ — % —t et t — cos(kt) sont de classe C* sur [0, 7], donc
par intégration par parties, on a

;f(% —t) cos(kt)dt = [(% —t) M} — (L = 1) Sl gy
= (- =] - )
- 1

_ % ( o |:sin(kt)i|7r)
% %
. 0
= &
T : . S Dy (t)-1
(b) D’apres (2)(a) et le fait que, pour tout n € N* et tout ¢ € [0, 7], on a > cos(kt) = (2) ,

k=1
on en déduit que, pour tout n € N*,



(d) D’apres (2)(b) et (2)(c), on a

(e) D’apres la question (1)(b), on a, pour tout n € N* et tout ¢ €]0, 7], D, (t) = ﬁ
2
Ainsi, pour tout n € N*, on a, d’apres la question (2)(d),

® po (e Bymes,
6 2 2 sin (i)
0
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Ainsi, en posant le changement de variable u = %, on a

jus us

%2 _B, = 0/ <2u - (221;)2) Sin((;g(z)l)“) du = 0/ Sinléu) (2 - 2:) sin((2n + 1)u)du.

(3) Comme la fonction f est de classe C! sur [O, 2] sa dérivée est bornée et il existe M > 0, tel que
max_|f’(t)] < M. De plus, les fonctions t — f(t) et t — sin((2n + 1)t) étant de classe C* sur

[O, 2} on peut a par intégration par parties

cos((2n+1)t)
f/ 2n+1 dt
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f(t)sin((2n + 1)t)dt = [*f(t)%]

_ £(0) f'(t) cos 2n+1 t)
_ 2n(++f( (201100 gy

ainsi, par inégalité triangulaire, on a
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Ainsi,

lim /f(t) sin((2n + 1)t)dt = 0.
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(4) D’apres les questions (2)(e) et (3), on a lim %2 — B, =0 et donc
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