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Comment Google 
Classees pages 

Les moteurs de recherche comme Google donnent les sites les plus nems 

sur- 
nents par rapport à une recherche. Comment font-ils ? De façon asser s 

prenante, les puissances de matrices sont au centre de la réponse. 

orsque vous introduisez des mots-clés dans 

Google, ce moteur de recherche sélectionne, 
parmi les pages web sur internet (c'est-à-dire 

plusieurs centaines de millions), celles qui se rapP-

portent au sujet étudié. C'est ainsi que le mot « tan-

gente» livre environ 1 700 000 résultats (consulta- 
tion de Google France le 3 juin 2008). De plus, 
Google classe les pages sélectionnées par ordre 
décroissantd« importance ». Les premières pages 
proposées sont en principe celles qui devraient vous 

intéresser le plus ; par exemple, la première page sé- 
lectionnée par Google pour le mot « tangente » 

concerne votre revue préfërée (adresse électronique 

WwO'S BENIND THE CARTOON MAYTHEM? BEING OBAMA 

TIgE CAN WE TRUST 
00ge 
WITHOUR 
DEIETS 

Les deux cofondateurs 

et le p. d. g de Google 
(Brin, Schmidt et 

Page) à la une du 

Graphe des cinq pages Web. Une flèche entre 
une page et une autre signifie que la premiëre 
pointe vers la seconde. 

http://tangente.poleditions.com). 

Times. Le graphe du Web 

Nous nous proposons de vous expliquer simplement 
comment Google opère son classement. Nous al- 
lons exposer la méthode, mise au point il y a une 
dizaine d'années par deux jeunes informaticiens 
américains, Larry Page et Sergey Brin, en traitant 
en détail un exemple fictif d'un systènme comprenant 

Notons la présence d'une boucle en les neuds 3 et 

4:il existe un lien de chacune de ces deux pages vers 
elle-même, par exemple, un lien reliant la fin au d 

but de la page. Par ailleurs, de la page S ne part au 
cun lien, cette page étant, par exemple. compose 

d'une photo. 

cinq pages; le principe, qui exploite la théorie des 

graphes et l'algèbre linéaire, est le même que dans 
la réalité.. à ceci près que la présentation est alors 

plus lourde puisque des millions de pages (et non 

seulement cinq) sont en jeu, ce qui ne peut être traité 

qu'informatiquement. 
La situation étudiée est décrite par le graphe ci-des-

sous: les naæuds sont les cinq pages I à 5, tandis que 

chaque arc (i ,j) traduit le fait que la page i possède 

un lien (« pointe ») vers j. 

notation de chaque page 

L'objectif recherché consiste à classer ces cinq 
pages de la plus « intéressante » à la moins « inte 

ressante », ce qui se fera en attribuant à chaque pa 
un score, noté r, et encore appelé le PageRank de 
i(ee qui se traduit en français par le rang de la pag 
Ou le rung de Page en l'honneur d'un des concep 
teurs de la méthode), tel que la pagei est plus « in 
téressante » que j si et seulement si x, > Xp 
semble naturel d'apprécier l' « intérêt » d'une page 
en fonction des arcs qui en partent ou qui y arrivent. 
Le principe de base pour construire le PageRank des 

pages repose sur cette règle triple: Théorie des graphes et algèbre linéaire sont au cæur 

du moteur de recherche Google. 



Larry Page 
et Sergueí Brin 
Le père de Lawrence (dit 

Larry) Page était profes- 
seur d'in formatique, ce- 

lui de Serguei Brin, ma- 

thématicien et spécialiste 

des systèmes dyna- 
miques. La conjonction 

des deux se trouve dans la 

méthode de classement 

des pages Web. 

Le théorème de Perron- 

Frobenius utilisé par Brin 
et Page a été découvert 

bien avant la création de 

Google, preuve supplè- 
mentaire en faveur de ce 

qui est quelquefois appelé 
«la déraisonnable effica- 
cité » des mathématiques. 

1. Le PageRank d'une page dépend des références qui lui sont faites: plus il y a des liens vers elle, plus 

grand sera son score. Ceci se traduit par le fait que le PageRang d'une page est la somme de « points» 

accordés par les pages qui possèdent un lien vers elle: en formule, x,=2E E, Vip où E, désigne l'en 

semble des pages pointant versj, tandis que v est la valeur des points accord�s pari àj. 

2. Le PageRank d'une page dépend de la notoriété des pages qui la citent : il est d'autant plus élevé que 

le score des pages qui y font référence est grand. Cette condition s'exprime en supposant chaque va- 

leur v; proportionnelle à x. 

3.Le PageRank d'une page varie avec le nombre de liens que possède la page qui la référence : plusle 

nombre de références venant d'une page est grand, moins importante sera chacune des références en 

question. Cette exigence se manifeste en supposant chaque valeur v, inversement proportionnelle au 

nombre n, de pages pointées par i. 

En résumé, on peut définir le PageRank de p, par: x2iEE 
En appliquant cette formule à notre exemple, nous obtenons un système linéaire, que nous pouvons écrire 

matriciellement 

X12 
X3 

*2 x1+ 100O 
000 oxX = RX 

|X4 

x3 = 

00 0 0 X5 

Probleme mathématique 

Le problème mathématique consiste à trouver un vecteur X solution du système linéaire homogène écrit 

SOus la forme matricielle X = R X. La seule solution du système proposé est le vecteur nul, qui n'est évi- 

ucmment pas acceptable. II faut modifier ce système, en remplaçant la matrice R par une nouvelle ma-
ccP obtenue en modifiant R aussi peu que possible pour tenir compte au maximum de la règle don- 
pour construire le PageRank de chaque page, de manière à obtenir un vecteur X non nul solution du 
système X = P X. Mais, ce système possède foreément une intinité de solutions, puisque tout 

L non nul d'une solution en est encore une. C'est pourquoi, nous conviendrons de choisir une so- 

nr normalisée », c'est-à-dire telle que la somme2 s, des eomposantes est égale à 1. Nous 
procédons à cette modification en deux étapes. 
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SAVOIRS 
Matrice stochastique 

vabilité, ces Nous remarquons que toutes les colonnes de R, saut la derniére, sont des vecteurs de r 

çons la dernière colonne (nulle) de R par une colonne de nombres tous egaux à 1/5. Nous ohte 

une matrice S. De la sorte, le système X = S X possede une et une seule solution normalisée 

5 
46 23 4623 23 

à-dire que ses composantes sont des nombres non négatits dont la somme est égale à I N 

btenons 

Ce 

a 

5 

vement Le remplacement d'une colonne de 0 par une colonne de nombres egaux Consiste à ajouter ficiv 

une co- 
des liens de la page 5 vers chacune des cinq pages. Dans le cas general de n pages, on change unee 

nest lonne de 0 par une colonne de nombres tous égaux à l'inverse de n, ce qui est negligeable puisque 
grand. Une telle modification a pour effet de construire une matrice qualifiee de « stochastique suivant 

les colonnes » en ce sens que toutes ses colonnes sont des vecteurs de probabilité. 
Une telle matrice possède toujours I comme valeur propre, de sorte que lexistence d'une solution nor. 

malisée du système X =S X est garantie. Toutefois, l'unicité d'une solution normalisée n'est pas assids 

pour toute matrice stochastique, ainsi qu'en atteste le cas défini par le nouveau système 

qui admet les solutions normalisées 

Une façon de garantir à la fois l'existence et l'unicité d'une solution normalisée pour un tel système consiste 

à modifier lég�rement la matrice stochastique de manière à ce qu'elle reste stochastique, mais avec tous 
ses éléments strictement positifs. Effectuons cette seconde transformation sur notre exemple-type du dé- 

but. 

Matrice stochastique strictement positive 

La matrice S est remplacée par la matrice P, notée ainsi en souvenir de L. Page, définie par 

P =0,85S +0,15M 

où M est la matrice de 5 lignes et de 5 colonnes dont tous les éléments sont égaux à 1/5. En d'autres termes 

P est une « moyenne » de S, la matrice stochastique issue de la règle de départ, et de M, la matrice cor- 

respondant au cas où toute page est reliée par un lien à toute page, cette moyenne étant pondérée de ma-

nière à ce que le poids le plus important (ici 0,85) soit accordé au premier terme. 

La matrice P est toujours stochastique, et de plus strictement positive par construction. Le théorème de 
Perron-Frobenius (voir l'article sur le sujet dans ce numéro) peut lui être appliqué: il assure que le sys 
tème X = PX possède une et une seule solution normalisée X. 

Calcul d'un uvecteur propre 

Celle-ci peut être obtenue en constatant que X =PX = P(PX) =PX = P(PX) = P'X = .. =PX =.. 

quel que soit l'exposant entier positif k. Or, daprès le m�me théorème, la suite des puissances P° pos 

sède, lorsque k tend vers l'infini, une limite P, qui est une matrice dont toutes les colonnes sont �gales 

au vecteur normalisé X trouvé ci-dessus. 

La solution de notre problème peut done étre obtenue en élevant la matrice Pà des puissances toujours 
plus élevées: lorsque les colonnes se stabilisent, les scores des ditférentes pages sont obtenus et le clas- 

sement attendu peut être établi. 

Ainsi, pour notre exemple de départ, on trouve successivement (grace à un ordinateur): 

0,03 0,455 
0,88 0,03 0,313333 0,03 0,2 

P= 0,03 0,03 0,313333 0,03 0,2| 
0,03 0,455 0,313333 0,455 0,2| 
0,03 0,03 

0,03 0,03 0,2\ 

0,03 0,455 0, 



0,160258 0,160207 0,160235 
0,225802 0,22587 0,225833 

0,16023 0,160225 
0,22584 0,225846 

p20 = 0,0896481 0,0896451 0,0896468 0,0896465 0,0896462| 
0,32285 0,32282 0,322836 0,322834 0,322831 

0,201441 0,201457 0,201449 0,22145 0,2201452) 

0,160229 0,160229 0,160229 0,160229 0,160229 
0,225841 0,225841 0,225841 0,225841 0,225841 

p50 = 0,0896464 0, 0896464 0,0896464 0,0896464 0,0896464| 
0,322833 0,322833 0,322833 0,322833 0,322833 

0,201451 0,201451 0,201451 0,201451 0,201451 
On constate que l'elévation de På une puissance supérieure à 50 ne change pas le dernier résultat. En 
conséquence, les scores recherchés sont donnés par 

x =0,160229;x =0,225841 ;x,=0,0896464 ;x, =0,322833;x = 0,201451. 
Le classement de nos cinqg pages est donc le suivant : la page 4 occupe la première position, suivie de la 

page 2, puis successivement 5, 1 et enfin 3. 

Interprétation probabiliste 

Terminons en donnant une interprétation probabiliste de ce qui précède. Chaque élément p, de la ma- 

trice P peut être regardé comme étant la probabilité pour qu'un surfeur passe, en une unité de temps, de 

la page i à la pagej. Ainsi, ce surfeur, se trouvant en un instant déternminé sur la page i, va choisir j une 

unité de temps plus tard, et ceCi de la manière suivante 

avec une probabilité de 0,85, il choisit au hasard un des liens de la page i 
avec une probabilité de 0,15, il choisit au hasard n'importe quelle page du web. 

Lelément se situant sur la i-ème ligne et laj-ème colonne de P représente la probabilité pour que le sur- 

feur, étant initialement sur la page i, se retrouve sur la page j deux unités de temps plus tard. De même, 

relément se situant sur la i-ème ligne et la j-ème colonne de P peut être regardé comme étant la proba 

bilité pour que le surfeur passe de la page i à la pagej en un temps « infiniment long » ; cette probabi- 
lité peut encore être assimilée à la fréquence théorique vers laquelle tend la fréquence observée de cet 

événement lorsque le nombre de répétitions de cette expérience aléatoire tend vers l'infini. 
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