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PROGRAMMES 21 et 22.

PROGRAMME 21 : du 25/03 au 29/03

REPRISE DES ESPACES VECTORIELS

POLYNOMES

Dans tout le chapitre, K est égal & R ou C.

* L’ensemble K [X] : définition (un polynéme est une suite de coefficients). Notation Z ap X",
k=0
X est la suite (0,1,...,0,...). Opérations : somme, produit, composée. Structure de K-

ev. Degré d’un élément de K[X]; coefficient dominant, polynéme unitaire. On convient
que le degré de 0 est —oo. Sous-espace vectoriel K,,[X] des polynomes de degré au plus
n. Degré d’une somme, d’un produit.

* Divisibilité dans K[X]; diviseurs et multiples. Division euclidienne d’un élément A de
K[X] par un élément B de K[X]\ {0}.

* Fonction polynomiale associée a un polynéme. Racines (ou zéros) d’un polynome. Carac-
térisation par la divisibilité. Méthode de Horner pour ’évaluation d’une fonction polyno-
miale en «. Le nombre de racines d’un polynéme P non nul est majoré par le degré de
P. Définition de la multiplicité d’une racine.

* Dérivation dans K[X]| : Dérivée formelle d’'un élément de K[X]. Pour K = R, lien avec
la dérivée de la fonction polynomiale. Linéarité de la dérivation, dérivée d’un produit.
Dérivée k-iéme d’un monoéme. Formule de Taylor. Caractérisation de la multiplicité par
les dérivées successives.

% Polynome scindé sur K. Somme et produit des racines d’un polyndéme scindé en fonction
de ses coefficients. Les autres fonctions symétriques élémentaires sont hors programme.
Cas des polyndémes du second degré. Calcul de deux nombres connaissant leur somme et
leur produit.

* Définition de polynémes irréductibles dans K[X]. Théoréme de d’Alembert-Gauss. Ir-
réductibles de C[X]. Théoréme de décomposition en facteurs irréductibles dans C[X].
Description des irréductibles de R[X]. Théoréme de décomposition en facteurs irréduc-
tibles dans R[X]. Deux racines complexes conjuguées d’un polynéme de R[X| ont méme
multiplicité. Factorisation de X™ — 1 dans C[X].

* Fonctions rationnelles : Définition, forme irréductible, degré d’une fonction rationnelle.
Méthode pour se ramener a une fonction rationnelle de degré < 0. Expression de la
décomposition en éléments simples sur C et R des fonctions rationnelles & poles simples

de degré < 0. Dans le cas ou le dénominateur posséde une racine multiple ou un facteur
irréductible de degré 2, la forme cherchée doit étre fournie.



UN ENONCE AU CHOIX A DEMANDER

a

a
a
a

UNE QUESTION DE SAVOIR-FAIRE

Caractérisations des sev supplémentaires
(1:E=Fe&Get FNG = {0g}, 2:
Vu € E,N(v,w) € F X G,u=v+w).

Formule du binéme dans L(FE).
Définition du noyau, d’une image.
Signification de fog =0 si f et g endo-
morphismes d'un ev.

Cas particulier : fo f =0.

Définition d’une projection, d’une symé-
trie.

Caractérisations d’une projection, d’une
symétrie.

Résultats sur le degré (degré d'une
somme, d’'un produit).

Théoréme de la division euclidienne dans
K[X].

Définition d’une racine d’un polynome.

a

a a

a

Définition d’une racine d’ordre au moins
r, d’ordre r d’'un polynéme non nul.

Majoration du nombre de racines d’un

polynéme non nul (2 versions : avec et

sans multiplicité).
Formule de Taylor.

Caractérisation de la multiplicité a ’aide
des polynomes dérivés.

Somme et produit des racines d’un poly-
noéme scindé.

Théoréme de d’Alembert-Gauss.
Définition d’un polyndéme irréductible.
Cas de R[X] et C[X].

Factorisation de X™ — 1 dans C[X].

Théoréme de décomposition en éléments
simples sur K des fonctions rationnelles
a poles simples de degré < 0.

Une petite décomposition en éléments simples d’une fonction rationnelle & poles simples sera

demandée.

Remarque auz colleurs : Ne pas donner d’exercice trop calculatoire.

DEMONSTRATIONS

O Exercice fait en cours : Montrer qu'’il n’existe pas de polynéme P € R[X] tel que, pour

O Soit P € K[X], non nul, « € K. Soit r € N*.

tout n € N, P(n) = v/n? + 1.

a racine d’ordre r de P ssi P(a) = P'(a) = --- = P Y(a) =0 et PM(a) # 0.

0 Formules donnant la somme et le produit des racines pour un polyndéme scindé de degré

n.



PROGRAMME 22 : du 01/04 au 05/04

REPRISE DES POLYNOMES

ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE : LE DEBUT

K est égal a R ou C.

% Familles remarquables finies de vecteurs : famille génératrice, famille libre, famille liée.

Toute famille finie de polynémes non nuls & coefficients dans K et de degrés échelonnés
est libre (la famille (P, ..., P,) est dite de degrés échelonnés si deg(Fy) < --- < deg(P,)).
Corollaire : Toute famille de polynémes non nuls, a degrés distincts 2 & 2, est libre.

Si (ug, ..., u,) est une famille libre d'un K-ev E et v ¢ Vect(uy, . .

est libre.

Sy Uy) alors (U, ..., Up,v)
Base d’un ev. Une famille est une base d’'un ev ssi tout vecteur de E s’écrit de maniére
unique comme combinaison linéaire des vecteurs de la base. Coordonnées d'un vecteur
dans une base. Bases canoniques des espaces K", K,[X] et M,, ,(K).

Si (617 ce s Chy Cht s -
et Vect(egy1,-..,e,) sont supplémentaires dans E.

..,€n) est une base d'un K-espace vectoriel E alors Vect(ey,...,ex)

Applications linéaires et bases (dans le cas ot I'espace de départ admet une base finie) : ca-
ractérisation de Im f (engendré par 'image d’une base), de l'injectivité, de la surjectiviteé,
de la bijectivité pour une application linéaire. Une application linéaire est entiérement
caractérisée par la connaissance de I'image d’une base.

UN ENONCE AU CHOIX A DEMANDER

(3 Résultats sur le degré (degré d'une

somme, d'un produit).

O Théoréme de la division euclidienne dans

K[X].

(O Définition d’une racine d’'un polynéme.

[ Définition d’une racine d’ordre au moins

r, d’ordre r d’un polynéme non nul.

0 Majoration du nombre de racines dun

polynéme non nul (2 versions :
sans multiplicité).

0 Formule de Taylor.

(O Caractérisation de la multiplicité a I'aide

des polynomes dérivés.

(O Définition d’un polynoéme scindé.

avec et

a

a a

a o

Somme et produit des racines d'un poly-
nome scindé.

Théoreme de d’Alembert-Gauss.
Définition d’un polyndéme irréductible.
Cas de R[X] et C[X].

Factorisation de X™ — 1 dans C[X].

Décomposition en éléments simples sur
C et R des fonctions rationnelles & poles
simples.

Définition d'une famille génératrice,
d’une famille libre dans un ev E.

Définition d’une base, coordonnées.

Image d’une base par une application li-
néaire : résultats d’injectivité, surjecti-

vité, bijectivité.



UNE QUESTION DE SAVOIR-FAIRE

Une petite décomposition en éléments simples d’une fonction rationnelle & poles simples sera
demandée.

Remarque aux colleurs : Ne pas donner d’exercice trop calculatoire.

DEMONSTRATIONS

O Exercice fait en cours : Montrer qu'’il n’existe pas de polynéme P € R[X] tel que, pour
tout n € N, P(n) = v/n2 + 1.

O Si (u,...,u,) est une famille libre d'un K-ev E et v ¢ Vect(uy,...,u,) alors
(u,...,un,v) est libre.

O Soit E et F' des K-ev, f € L(E, F). On suppose E muni d’une base (e, ..., e,).

f est injective si et seulement si la famille (f(ey),. .., f(e,)) est libre dans F.



