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PROGRAMMES 23 et 24.

PROGRAMME 23 : du 08/04 au 12/04

ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

K est égal a R ou C.

% Familles remarquables finies de vecteurs : famille génératrice, famille libre, famille liée.
Toute famille finie de polynémes non nuls a coefficients dans K et de degrés échelonnés
est libre (la famille (P, ..., P,) est dite de degrés échelonnés si deg(Fp) < - -+ < deg(P,)).
Corollaire : Toute famille de polynomes non nuls, & degrés distincts 2 & 2, est libre. Si
(u1,...,uy) est une famille libre d'un K-ev E et v ¢ Vect(uy, ..., u,) alors (uy, ..., u,,v)
est libre.

% Base d’un ev. Une famille est une base d’un ev ssi tout vecteur de E s’écrit de maniére
unique comme combinaison linéaire des vecteurs de la base. Coordonnées d’un vecteur
dans une base. Bases canoniques des espaces K", K, [X] et M,, ,(K).

Si (€1, €k i1, --,€n) est une base d'un K-espace vectoriel E alors Vect(ey, ..., ex)
et Vect(egy1,...,e,) sont supplémentaires dans E.

* Applications linéaires et bases (dans le cas ot 'espace de départ admet une base finie) : ca-
ractérisation de Im f (engendré par I'image d’une base), de l'injectivité, de la surjectivité,
de la bijectivité pour une application linéaire. Une application linéaire est entiérement
caractérisée par la connaissance de I'image d’une base.

* Un espace vectoriel de dimension finie est un espace admettant une famille génératrice
finie. Existence d’une base. Théoréeme de la base extraite, théoréme de la base incompléte.
Toute famille libre a moins d’éléments que toute famille génératrice. Définition de la
dimension d'un espace vectoriel. Dimensions de K", K, [X], M,, ,(K). Droites et plans
vectoriels. Si E est dimension n et £ est une famille de n vecteurs de F, alors £ est une
base de E si et seulement si L est libre, si et seulement si £ est génératrice de F.

* Matrice d'une famille de vecteurs (vy,...,v,) d'un K-ev E de dimension finie n dans une
base de E. Lorsque p = n, la famille est une base de F ssi la matrice est inversible.

% Relations entre les dimensions : Si F' est un sous-espace d'un espace vectoriel £ de di-
mension finie alors I est de dimension finie et dim(F') < dim(FE). De plus, F = E si et
seulement si les deux dimensions sont égales. Existence d’un supplémentaire d’un sev d’un
K-ev de dimension finie. Espaces isomorphes, caractérisation par la dimension. Sev sup-
plémentaires : lien entre les dimensions, base adaptée. Dimension de la somme de deux
sous-espaces (formule de Grassmann). Caractérisation des sev supplémentaires a 1'aide
des dimensions.

* Notion de rang : Rang d’une famille finie de vecteurs (vy, ..., v,) d'un K-espace vectoriel
de dimension quelconque. rg(vy,...,v,) < p et rg(vy,...,v,) =pssi (vy,...,v,) est libre.
Définition du rang d’une application linéaire de £ dans F. Si E est de dimension finie,
rg(f) = dim(F) ssi f est injective. Si F' est de dimension finie, rg(f) = dim(F') ssi f est
surjective. Si F et F' ont méme dimension finie alors une application linéaire de E dans F’
est bijective si et seulement si elle est injective, si et seulement si elle est surjective. Cas
particulier des endomorphismes. Un endomorphisme est bijectif si et seulement si il est



inversible & gauche pour o, si et seulement si il est inversible a droite pour o. Théoréme
du rang. rg(g o f) < min(rg(f),rg(g)). Invariance du rang par composition a droite ou a
gauche par un isomorphisme.

Remarque pour les colleurs : Les matrices d’applications linéaires seront vues dans le cha-
pitre suivant donc ne sont pas connues des étudiants pour 'instant.

UN RESULTAT A ENONCER

(0 Définition d’une famille génératrice, (0 Dimension d'une somme de sev.

d’une famille libre dans un ev . (0 Caractérisation des sev supplémentaires

Définition d’une base, coordonnées.

Image d’une base par une application li-
néaire : résultats d’injectivité, surjecti-
vité, bijectivité.

Définition de la dimension. Exemples de
dimensions (ev usuels).

Caractérisation d’une base d'un ev F de
dimension finie n (3 énoncés équivalents :
libre a n vecteurs, génératrice a n vec-
teurs, la matrice dans une base de E est
inversible).

en dimension finie.

Définition d’une matrice d’une famille de
vecteurs dans une base.

Définition du rang d’une famille de vec-
teurs, d'une application linéaire.

Caractérisation des isomorphismes en di-
mension finie.

Théoréme du rang.

Invariance du rang par composition a
droite ou a gauche par un isomorphisme.

DEMONSTRATIONS

O Soit E et F' des K-ev, f € L(E, F). On suppose E muni d’une base (e, ..., e,).
, f(en)) est libre dans F.
(3 Si A est triangulaire supérieure d’ordre n, inversible alors A~! est triangulaire supérieure

(on utilise la fonction ¢ : E — FE ou E est I'espace des matrices triangulaires
M — AM

f est injective si et seulement si la famille (f(e;),. ..

supérieures d’ordre n).
3 Soit E, F,G des K-ev de dimension finie. Soit f € L(E, F),g € L(F,G).
Alors, rg(g o f) < rg(g) et rg(go f) < rg(f).



PROGRAMME 24 : du 29/04 au 03/05

Les colles du mercredi ler mai doivent étre rattrapées.

REPRISE DES ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

MATRICES

FE et I sont deux K-ev de dimension finie.

*

Matrice d’une famille de vecteurs dans une base, d’'une application linéaire dans un couple
de bases. Application linéaire canoniquement associée 4 une matrice. Ecriture matricielle
de I'égalité vectorielle y = f(z). Isomorphisme entre L(E, F) et M,, ,(K). Application au
calcul de la dimension de L(E, F'). Matrice d’une composée. Lien entre matrices inversibles
et automorphismes. Une matrice est inversible si et seulement si elle est inversible & droite,
si et seulement si elle est inversible a gauche.

Matrice de passage d’une base & une autre. Inversibilité et inverse. Effet d’'un changement
de base sur la matrice d’'un vecteur, d’une application linéaire, d’'un endomorphisme.
Définition de matrices semblables.

Noyau, image et rang d’une matrice (définis comme le noyau, I'image, le rang de I'appli-
cation linéaire canoniquement associée). Les opérations sur les lignes de A conservent le
noyau, les opérations sur les colonnes de A conservent I'image de A. Théoréme du rang.
Caractérisations des matrices inversibles en termes de noyau, d’image, de rang. Corres-
pondance entre les différentes notions de rang (matrice, famille de vecteurs, application
linéaire). Conservation du rang par multiplication par une matrice inversible. Conser-
vation du rang par opérations sur les lignes et/ou colonnes. Rang de la transposée. Le
rang d’une matrice est égal au rang de ses lignes, le rang d’un systéme linéaire homogéne
est égal au rang de sa matrice. Le systéme AX = B est compatible si et seulement si
B € Im(A).

UN ENONCE AU CHOIX A DEMANDER

J

Définition d’une famille génératrice, (A Définition du rang d’une famille de vec-
d’une famille libre dans un ev E. teurs, d’une application linéaire.
Image d’une base par une application li- (A Caractérisation des isomorphismes en di-
néaire : résultats d’injectivité, surjecti- mension finie.
vité, bijectivité. (O Théoréme du rang.
Définition de la dimension. Exemples de (3 Invariance du rang par composition a
dimensions (ev usuels). droite ou & gauche par un isomorphisme.
Caractérisation d’une base d’'un ev en di- (O Définition d’une matrice de vecteurs,
mension finie. d’une application linéaire.
Dimension d’une somme de sev. O Interprétation de y = f(z).

e , .
Caractérisation des sev supplémentaires O Définition d’une matrice de passage.

en dimension finie. (0 Formules de changements de bases.



DEMONSTRATIONS

(3 Si A est triangulaire supérieure d’ordre n, inversible alors A™! est triangulaire supérieure
(on utilise la fonction ¢ : E — FE ou I est l'espace des matrices triangulaires

M — AM
supérieures d’ordre n).
O Soit E, F, G des K-ev de dimension finie. Soit f € L(E, F),g € L(F,G).
Alors, rg(g o f) <1g(g) et 1g(g 0 f) < rg(f).

O Soit £ et F' des K-ev de dimension finie. Soit B et C des bases respectives de E et F.
Soit (f,g) € L(E,F)*, X\ € K. Alors Matge(\f + g) = AMatge(f) + Matge(g).



