PTSI1 — 2023/2024 Lycée La Martiniére-Monplaisir — Lyon

Vacances Printemps : corrigé maths.

Calculs / exercices en autonomie

Trigonométrie

1°) Méthode 1 :
Vz € R,cos(2x) = 2cos?x — 1
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Avec x = 3 cos (—) = 2cos?z — 1 donc cos? z =
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il € [0, E} donc cos (E) > 0. Ainsi, cos <E> = i
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Méthode 2 :
Les racines carrées de e'1 sont +e's. Trouvons les de maniére algébrique.
x 2 2
els = £ + Z£
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Soit z = z 4 iy ou x et y sont réels.
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Ainsi, {—ei%,ei%} = {20,—20}.
Comme cos (g) >0,ona:es = z.
o 2+2
Ainsi, cos (—) = >
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On peut appliquer la méme méthode pour connaitre cos <E) a partir de cos <6>

2°) Soit x € R.



* Méthode 1 : Avec le formulaire trigo

On écrit deux formules d’addition en sin :

sin(3z + ) = sin(3x) cos(z) + sin(x) cos(3x)
sin(3z — ) = sin(3x) cos(z) — sin(x) cos(3x)

Li—-L
On effectue =+ =2

: sin(z) cos(3z) = %(sin(élw) — sin(2z)).
* Meéthode 2 : Par les complexes
el _ o—it gide 4 o—i3a
2% 2
_ i (it 4 emi2e _ gi2e _ ide)

= i (2isin(4x) — 2isin(2z))

sin(z) cos(3z) =

= % (sin(4z) — sin(2x))
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3°) On passe par le « milieu » de x et 12z : z +2 - 7$
132z 1lz 13z 1lx
122) — - il i B e
cos(12x) — cos(z) = cos ( 5 + 5 ) cos < 5 5 >

= —2sin 13—&0 sin H—x
n 2 2

Soit y : R% — R deux fois dérivable. Alors z :  — zy(x) est aussi deux fois dérivable sur R*..
Vo e RY,

Une équation différentielle

2(z) = 2’y () x(=1)
2 (x) = 2wy (x) + 2%y (x) x 0
Z"(x) = 2y(x) + 22y (2) + 22y (2) + 2%y ()

= 2y(e) + o/ (2) + 2" () <

Ainsi, Vo € RY, 2%y (z) + 4oy (z) + (2 — 2?)y(z) =1 <= Vz e R,2"(z) — 2(z) = 1.

notée (F)
(F') est une ED Ly avec second membre & coefficients constants.

x +— 1 est une solution évidente. De plus, on trouve facilement que les solutions de ’équation homogéne sont
les fonctions x — Ae® + pe™® ot (A, i) € R2.
Ainsi, les solutions de (F') sont les fonctions x + 1+ Xe® + pe™® ou (A, u) € R2.

y est solution de (F) <= 3(\,p) € R*,Vz € R 2(z) = 1 + \e” + pe ™

14+ Xe® + pe™

< 3\, p) € R Vo € RY, y(z)

Ainsi, les solutions de (E) sur R sont les fonctions :
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ott (\,u) € R2.



Limites et DL

N 1 1 In(1 + z) — tan(x)
1°) A d = - -
) Au voisinage de 0, f(z) tanz  In(1+ z) tanz. In(1 + x)

In(1 + z) tan(x) =, (z+ o(x))(z + o(x)) = 2?2 4 o(x?).

T—r

D’autre part,

72 2 22
In(l+z)—tanx = (93 - =+ 0(502)) —(z+o0(z?) = ——=+4o0(2?) = —= +o(z?).
z—0 2 z—0 2 z—0 2
z? 2 1
— % +o(x?) —35 +o(1) _ 1
_ 2 _ 2 [
Done f(z) =0 22 +o(x2) «—0 1+ 0(1) done :lg% f(w) = 2
o sinz sinx
2°) Au voisinage de 0, f(z) = (cosz) =3 = exp 5 In(cosz)
x
—_——
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In(cosz) = In|(1 ﬁ+(% = ﬁ+(% £+(%—m
n(cosz) = In 5 To@) ) = —5 +olz?) car —— +o(z%) — 0.
Ainsi,

g(x) x:O .T5
3
s o(x3)
x—0 .TS
= 2 +o(l)
x:O 2 ¢

1 1 1
Ainsi, il_r% g(x) = —3 Par continuité de exp en ~3 il vient : | lim f(z) = e = A

1 2\" 1 2
3°) AuvoisinagedeO,f(m):(2\/1+$—\/1+x> = exp x21n<2\/1+x_\/1+x>

1 2 1 1 1 1
Donc In (2\/”55‘\/1%) a:—>:+ooln(1+4:p2+o<a:2>> xﬁioom“’(xz)

1 1
car 12 +o0 (:c2> z_>—+>00 0.

1 . 1
Donc g(z) oo 4 + 0(1) donc ;cly}rloo g(z) = 7
1
Par continuité de exp en —, il vient : | lim f(x) = et |
4 T—>+00




Primitives

Soit a, b réels et n € N*,

Par une intégration par parties,

n n

0 0 0
1 (7 )
= /0 (a + 2bt) sin(nt) dt

On recommence une intégration par parties :

/O " (0 + 2bt) sin(nt) dt = [—(a + 2bt) Cosflnt) } i /0 " ope ) 4,
0

n
- 2b7r)cos(mr) L9 [sm(;lt)}
n n n? |,
_ (_1)n+1a + 2bm L
n n
Ainsi,
g —1)"(a + 2b) —
/ (at + bt?) cos(nt) dt = (=1)"(a +2 ™) —a
0 n

T 1 1
Pour que / (at 4 bt?) cos(nt) dt = —5, il suffit de poser a = —1 et b= o
0 n s

Polyn6émes

Soit P un polynéme de degré n € N tel que : Vk € {1,...,n+ 1}, P(k) = %

On note @ le polynome Q(X) = XP(X) — 1.

Alors, pour tout k € {1,...,n+1},Q(k) = 0.

Ainsi, les entiers de 1 & n + 1 sont racines de Q. Donc (X — 1)(X —2)...(X — (n+ 1)) divise Q.

de degré n + 1
De plus, 1 est constant et X P(X) a pour degré n + 1 donc @ est aussi de degré n + 1.

n+1
Ainsi, X € R*, Q = A [[ (X — k).
k=1
n+1
Done (¥):  XP(X)=1+A[[(X-k).
k=1

n+1
On remplace X par =1 : =P(—1) =1+ X H(—k —1).
k=1

n+1
Done —P(—1) = L+ A=) ] (k +1).
k=1

Donc, —P(—1) = 1+ A(—=1)" 1 (n + 2)l ie P(~1) = —1 + A(=1)"(n + 2)\.
n+1

On remplace X par 0 (%) : 0 =1+ A H(—k‘) Donc 0 = 1 + A\(—=1)" L (n + 1)..
k=1

Ainsi, A = (_71)

(n+ 1)V
Finalement, P(—1) = -1 + (D" (=) (n + 2)! =-14+(-1)*"(n+2)=-1+(n+2).

(n+1)!
Donc P(—1) =n+ 1.




Applications linéaires

Pour n € N*, on pose H, : fog® —g"o f =ng" L.

* H; est vraie par hypothése.
% Soit n € N*. On suppose que H,, est vraie.
Onaalors: fog" —¢g"o f=ng" .
On compose a droite par g : (fo g™ — g™ o f)og=ng".
Donc, fo g™ —g¢"o fog=ng".
On sait fog—go f =idg. On compose par g" a gauche.
Alors, g" o (fog—go f)=g"donc g"o fog—g"tlof=g"
fog"tt —gtofog=mng"
On a:
gtofog—gttof=g"
On ajoute membre & membre : f o g"t — gl o f = (n+41)g".
Ainsi, Hy 1 est vraie.

* On a montré par récurrence que : ¥Yn € N*, fog® — g o f = ng" L.

Un deuxiéme exercice d’algébre linéaire : exo 12 du TD16

On note E = R, [X].

Indice : V... 3. ..

On reconnait I’écriture d’une bijectivité.

D’ou l'idée de poser : VP € E,o(P) = XP' + P.

On va montrer que ¢ est bijective. Ce qui va nous aider a faire la moitié des choses : la dimension.

* Montrons que ¢ est linéaire.

Soit (Py, P2) € E2, A € R.

O(APL + Py) = X(AP, + Py) + AP, + Py
= X(AP{ + P3) + AP + P»
=ANXP +P)+XPy+ Py
= Ap(P1) + ¢(P2)

Ainsi, ¢ est linéaire.

* Montrons que : VP € E,¢(P) € E.
Soit P € E. deg(p(P)) < max(deg(XP’),deg(P)).
Or deg(P) < n donc deg(P') <n — 1.
deg(XP') =1+ deg(P') <n.
Finalement, deg(p(P)) < n donc ¢(P) € E.

On a montré que ‘ @ est un endomorphisme de F ‘

* Au lieu de travailler sur le noyau (pas si simple de résoudre X P'+ P = 0), on va travailler sur l’image

d’une base.



(1, X,...,X™) est une base de F.

Pour montrer que ¢ est bijective, il suffit de montrer que (¢(1), p(X),...,p(X™)) est un base de E.

Calculons deg(p(X*)) ott k € {0,...,n}.
p(1) =1

Soit k € {1,...,n},o(X*) = X(kX* 1) + XF = (k+ 1) X*.

k41 # 0 donc deg(o(X*)) = k.

La famille (p(1), p(X),...,@(X™)) est une famille de polynémes non nuls, échelonnée en degrés donc

est libre dans E. De plus, elle a n 4 1 éléments et n 4+ 1 = dim(F) donc c’est une base de E.

Ainsi ¢ est bijective. D’ot le résultat.

|Calcul Mental |

1°) Soit z un nombre & 2 chiffres : a le chiffre des dizaines et b celui des unités.

x = 10a + b donc 22 = 100a2 + 20ab + b2 soit encore 22 = 100 x a2 + 10 x 2ab + b2.

e Le chiffre des unités de 22 est donné par b? (précisément le chiffre des unités de b?)

e Le chiffre des dizaines est donné par 2ab avec éventuellement une retenue venant de b?

e Le chiffre des centaines est donné par a? avec éventuellement une retenue venant de 2ab.
z || a® | 2ab | b? | 2?
13 1] 6 |9 169
16| 1 | 12 | 36 || 256
19 1 | 18 | 81 || 361

2°) Soit x de chiffre des dizaines a et de chiffre des unités 5.

Alors x = 10a + 5. Donc z? = 100a? + 100a + 25 = 100 x a(a + 1) + 25.

22 a donc 25 unités et a(a + 1) centaines

Par exemple : 252 = 625 652 = 4225.

Une énigme

On note M l'endroit du fleuve ou Lucky Luke marque un arrét. La distance & minimiser est AM + M B.

o

Construisons le symétrique B’ de B par rapport a la ligne marquant le fleuve.

Alors, AM + MB = AM + M B'.
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En vertu de l'inégalité triangulaire (la longueur d’un coté d’un triangle est toujours inférieure ou égale a la
somme des deux autres cotés), la distance AM + M B’ est minimale lorsque M € [AB’].

Ainsi, le point M solution est a l'intersection de la droite modélisant le fleuve et la droite (AB’).

M 1 o e Msol



