PTSI1 — 2023/2024 Lycée La Martiniére-Monplaisir — Lyon

Exercices de révision : corrigé

Si vous trouvez des coquilles, merci de me l'indiquer. Si vous ne comprenez pas certaines parties du
corrigé, vous pouvez aussi m’envoyer un message que ce soit pendant les vacances ou I’année prochaine.

Rappel adresse mail : bourzac.audrey@gmail.com

Exercice 1. 1°)

6 6 6 6

V3 1
VO Im(z) = —— |
610 M) =g
2°) z ¢ R. On ne peut donc pas proposer un polynéme de degré 1.

On pose : P(X — 2)(X —Z). P € R[X] et est de degré le plus petit possible tel que P(z) = 0.

3 1
P=X?—-(24+2)X + 2z = X? — 2Re(2) X + |2|%. Donc P:XQ—\?QX—F?)Q.

1 .= 1 ]
357r:3677—7r:67r—7T.D0nc,z:e”5:<\/§—;>.

Finalement, | Re(z) =

Exercice 2.

b 1 ¢ 1 _ 1 n 1 n 1 1 n 1 n 1 1 .0
S n an n) n  6n3 © n3 n  3n3 © n3 cat N n—+4oo
1

Donc u,, ~ ——.
" 6n3

Vn € N*, 63 < 0 donc ‘au voisinage de +o0, u, <0 ‘
n

. 2w
Exercice 3. 1°) On note w =¢€'5 .

w est une racine 5éme de I'unité et w # 1 donc 1 + w + w? + w? + w? = 0.

; 67 ;6 _ _Am 5
Orw3:el?:e<15 QW):6Z5 = w2
-8 : 87 -2
CL)4 = el?ﬂ' = 6(1T72ﬂl) = e_z?ﬂ = w

— 2 4
Ainsi, 1+w+w?+wd+w? = 1+w+o+w? +w? = 1+2Re(w) +2Re(w?) = 1+2 cos (;) +2cos <;>

2 4
Finalement, | 1 + 2 cos <;> + 2 cos <;> =0/

2°) On sait : Vt € R, cos(2t) = cos?t —sin?t = 2cos?t — 1.

4 2
Ainsi, cos (;) = 2 cos? <;> -1

2
Donc, en posant z = cos (;), on obtient par 1:1 +2x+2(2m2 —1) = 0 soit encore 42420 —1=0.

1



Ce trinéme a pour discriminant A = 4 4 16 = 20 = (2v/5)2.
—2-2V6 _ —1-V5 —1+V5
8 4 4
. 27 -1-+5 27 ~1++/5
Ainsi, cos | — | = ————— ou cos =
5 4 5 4

Les racines sont :

-1-+/5

2
" > 0. Comme —1 < 0, on en déduit que

Or = € [0, g} donc cos <257r>

27
cos | —
5

>:

~1++5
'

Exercice 4. On reconnait un déterminant tridiagonal.

4 2 0 0 ... 0
2 4 2 0 ... 0
0 2 4 2 ... 0
Soit n € N*. A,, = |. .
2 4 2
0o ... ... 2 4
Soit n > 3. On développe par rapport & L.
2 0 0 0 0
2 4 2 0 0
0 2 4 2 0
An = 4An71 -2,
2 4 2
0o ... ... 2 4
=4A,_1 —4A, o en développant le 2e déterminant par rapport a Lq

Ainsi, pour tout n > 3, A, = 44,1 — 44, _o.

La suite (Ay)n>1 est dont une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

L’équation caractéristique est : r2 —4r +4=0 <= (r—2)2=0 < r=2.
Ainsi, 31 (\, 1) € R2Vn € N*, A, = (A +np)2™.

2

4
OrA1:4etA2: 9 4 =16—4=12.

On résout :
220 +2u =4 A+ =2
1 — I
AN+8u =12 A+2u =3
A+ =2
/,Lzl L2<—L2—L1

Ainsi, |Vn € N', A, = (n+1)2" |

Exercice 5. Dans la suite, on note E = My (R).
1°) Soit (M7, M) € E2 X € R.

Ainsi, f est linéaire. De plus, f: E — E. Donc | f € L(E)|.




M € Ker(f) <= f(M)=0
e AM =0

1 2
= TV =0
2 4 z t
r+2z=0 .
S les 2 autres lignes sont redondantes
y+2t=

Ainsi, Ker(f) = { <_Z2Z _t2t> /(z,t) € RQ}.

o -2 0 0 -2
Alinsi, Ker(f)zVect((l 0),(() 1>>

3°) Ker(f) # {0} donc f n’est pas injective.

De plus, f est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie donc f est injective <=

f est surjective.

On en déduit que ‘ f n’est pas surjective ‘

40) On note My = 20 , Mo = 0 -2 .
1 0 0 1

(My, M) est une famille génératrice de Ker(f). De plus, M; et Ma ne sont pas colinéaires. Ainsi,
(M, M) est libre. C’est donc une base de Ker(f). Donc dim(Ker f) = 2.

Par le théoréme du rang, dim(F) = dim(Ker f) + rg(f). Comme dim(F) = 4, rg(f) = 2.
Calculons pas exemple N1 = f(E1,1) et No = f(E12).

e ( ) () )
o= (230 0)- (0 2

Comme Nj et Ny ne sont pas colinéaires, ils forment une famille libre de Im(f). Comme elle a 2
éléments et 2 = dim(Im f), ‘ (N1, N2) est une base de Im(f) ‘

Exercice 6. f est continue sur [a,b], dérivable sur |a, b[. De plus f(a) = f(b).
Donc, par le théoréme de Rolle,
3d €la,b], f/(d) =0

f" est continue sur [a, d], dérivable sur Ja,d[ et f'(a) = f'(d) = 0.
Donc, par le théoréme de Rolle,

¢ €la, d[ donc m.

e €la,d], f'(c)=0




1)
Exercice 7. On pose : Vn € N*, S, = Zl ( nn++ 2 )

I
M:

Sn

In((k +1)? Zlnk Zlnk+2
n(k+1) — Zlnk Zlnk+2

k=1

. ln(k—i-l)—i-Zln(k:—i—l Zln

k=1

n(k+1) — Zlnk+ZInk+1 Zl (k +2)
k=1

¥
3

2

n(k +2)

I I
1 1
s M:

n+1 n+2

ln]—Zlnj—l—Zln]—Zln]
2 J

<.
/|

In(n+1)+1n2— ln(n +2) par téléscopage

n+1
=n2+1
n —i—n< +2>

n

Sp — In2 par opérations sur les limites
n—-+oo

1)2 <2 1)2
On en déduit que |la série ) In (W) converge | et Z In <7SZ7;:')2)> =1In2|

n=1

Exercice 8. 1°) Tout d’abord, on pense a justifier que f est un endomorphisme de E.
La linéarité est laissée en exercice (vient de la linéarité de la dérivation).
Soit P € E. Alors deg(P) < n. Donc deg(P’) < n.
Dongc, puisque E est un sous-espace vectoriel de R[X], f(P)=P — P’ € E.
Ainsi, | f € L(E) |.
a) Montrons que f est injective.
Soit P € Ker(f). Alors f(P)=01ie. P' = P.
Si P # 0 alors deg(P’) < deg(P). Exclu donc P = 0.
Ker(f) € {0}. La réciproque est claire donc Ker(f) = {0}. Donc f est injective.

Or f est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie donc ‘ f est bijective |.

b) On travaille dans B = (1, X, ..., X™) la base canonique de FE.
f(1)=1et, pour k € {1,...,n}, f(XF) = X+ — g XF1,

Donc la matrice A de f dans la base B est :

1 -1 0 0 0
1 -2 0 0
0 O 1 0 0
A=
A R L
O ... ... ... 0 1

A est triangulaire supérieure, & coefficients diagonaux tous non nuls donc A est inversible.

Donc ‘ f est bijective |.




2°) Soit Q € E. f est bijective donc : IIP € E, f(P) = Q.

Ainsi, P — P’ = Q. On dérive successivement :

P-P=Q
P/_P//:Ql

pm) _ plnt) _ )

En sommant membre & membre, on obtient par téléscopage : P — Pt = Q + Q' +--- + QM.

Or deg(P) < n donc P"*1) = 0. Finalement, | P = Z QWM |
k=1

Niveau 2

Exercice 9. On note (E) : Vo € RY, z%y"(z) — 2y(z) = z*.

Soit y : R — R deux fois dérivable.

On pose : Vt € R, z(t) = y(e).

Remarque : Cela revient a : Vo € R, y(x) = z(Inx).

z est deux fois dérivable comme composée de fonctions deux fois dérivables.

Vit € R,
2(t) = y(e) x(~2)
2 () = e'y'(e") x(=1)
Z”(t) — ety/(et) + e2ty//(€t) %1

y est solution de (E) <= Vx >0, 2%y (x) — 2y(x) = 2*

— VteR, y’(e!) — 2y(el) = ¥ car exp réalise une bijection de R dans R
— VteR, 2"(t) = 2/ (t) — 22(t) = *

z est solution de (F')

(F') est une EDLy a coefficients constants avec second membre.

L’équation homogene associée est (Fp) : 2" — 2/ — 2z = 0.

L’équation caractéristique est : 72 —1r —2=0 <= r=—1lour = 2.

Les solutions de (Fp) sont les fonctions ¢ — Ae~! 4 pe?® ou (\, p) € R2.

On cherche une solution particuliére de (F) sous la forme z : ¢t — P(t)e?' ou P : R — R est deux fois
dérivable (2 est solution de I'équation caractéristique).

Vit € R,

2(t) = P(t)e* x(—2)
2 (t) = P'(t)e* + 2P(t)e* = e*(P'(t) + 2P(t)) x(—1)
2 (t) = 2e*(P'(t) + 2P(t)) + % (P"(t) + 2P'(t))

=X (P"(t) + 4P'(t) + 4P(t)) x1



Ainsi,
2 est solution de (F) <= Vt € R, e*(P"(t) + (4 — 1)P'(t) + (4 — 2 — 2)P(t) = &*
< VteR, P'(t)+3P'(t)=1
- 3 l o .
On choisit P : t — 3 Alors z : t +— 3¢ est une solution de (F).

t
Donc, les solutions de (F') sont les fonctions ¢ — gezt + A=t + pe?t ot (N, p) € R2.

t
y est solution <= 3 (\, pu) € RZVt e R, z(t) = gezt + Xe 4 pe?

1
< I(\p) eR{LVz eRY, 2(lnz) = %emnx + Ae~ e 4 pe2ine

car In est bijective de RY dans R

1 A
— I\ p) eR2VreR, y) = %xQ + =+ pa?
x
Ainsi, les solutions de (E) sur R sont les fonctions :
1 A
x> %xz—i-f—l—,u:ﬁ ot (A, ) € R?
T
Exercice 10. On rappelle la factorisation classique :
n—1 .
xm-1=]] (X—el n”)
k=0

On aaussi X" —1= (X —1)(X" 14 X2 ... +1).
n—1
Ainsi, en isolant X — 1 dans le produit : (X — 1) H (X — ei%Tﬂ) = (X — 1)(X"—1 FXTZ 1).
k=1

Comme X — 1 n’est pas le polynéme nul, il vient :

H(X—e"%T”) =X X2

Exercice 11.  1°) Soit y € Im(u + v). Alors 3z € E, y = (u+v)(x) i.e. y = u(z) + v(z).
Ainsi y € Im(u) + Im(v).
On a donc montré que : ’Im(u +v) C Im(u) + Im(v) ‘

2°) On suppose u + v bijective et uowv = 0.
uowv =0 donc Im(v) C Ker(u).
On note n = dim(FE). rg(u + v) = n car u + v est bijective.
Or, par 1, Im(u + v) C Im(u) + Im(v) donc dim(Im(u + v)) < dim(Imw) + dim(Im v).
Donc n < rg(u) + rg(v).
Im(v) C Ker(u). Donc rg(v) < dim(Ker u).
On en déduit que : rg(u) + rg(v) < rg(u) + dim(Keru).



Par le théoréme du rang, dim(F) = dim(Keru) + rg(u). Donc rg(u) + rg(v) < n
,lrg(u) +rg(v) =n ‘ D’ou rg(v) = n — rg(u) = dim(Ker u).
On a : Im(v) C Ker(u) et dim(Imv) = dim(Ker u). Donc ‘Im(v) = Ker(u) ‘

Exercice 12. Soit n et p des entiers tels que 0 < p < n.
Soit f € L(R™,RP) et g € L(RP,R™) tels que f o g = idge.

Visualisons sous forme d’un diagramme :

f g g f
gof fog

fog=idgre donc f o g est bijective.

f o g est injective donc g est injective. ¢ 3 du TD10. o refai
cf. exo 3 du , & savoir refaire
f o g est surjective donc f est surjective

Im(go f) = {g(f(x)) /= € R"}

(
={9(y) /y € Im(f)}
={g(y) /y € R} car f est surjective donc Im(f) = RP

= Im(g)

Ainsi, [rg(g 0 f) = 18(0) |

De plus, (go f)* = (go f)o(gof)=go(fog)of=gofcar fog=idg.

Ainsi, (go f)? = go f. De plus, g o f est linéaire comme composée d’applications linéaires.
Comme go f: R" — R", go f € L(R™).

On en déduit que ‘g o f est un projecteur de R" ‘

Caractérisons cette projection : une projection projette toujours sur son image parallélement & son noyau.
On a vu, Im(g o f) = Im(g).
De plus, soit z € R”,

x € Ker(go f) <= go f(z)=0
= g(f(z))=0
= f(z) e Ker(g)
<~ f(z)=0 car g est injective donc Ker(g) = {0}

< 1z € Ker(f)

Ainsi, Ker(go f) = Ker(f).
Finalement, ‘ go f est la projection sur Im(g) parallélement a Ker(f) ‘

Exercice 13. 1°) Soit a € R}
1
On rappelle que : VY > 0, Arctan(z) + Arctan <> = g
x
R 1
A savoir redémontrer : on étudie f : x — Arctan(z) 4+ Arctan ( )
x

1 1
On pose t = —. 2 +— — est de classe C! sur R%.
T T

1
On note dt = - dzx.
T



1
Six=—-alorst=a
a

Siz=aalorst=—
a

I(a) = /a‘/m“(“”)dx: —/aq:Arctan(x) <—1> dz

1 x 1 x2
a

1
a1
= — / : Arctan (t) dt par chnagement de variables
a

= /1a1 (g — Arctant) dt
= [hl(ltl)]% —1(a)

I(
20(a) = <lna “In <i)> — rlna

I(a) = glna

us

2°) [ = /04 In(1 + tan(x)) dz.

On pose t = % —T.x— Z — x est de classe O sur [0, %}
On note dt = — dz.
Sixz=0alorst=

o &3

™
Six = — alors t =
iz =7 alors

0 T
I:—/ ln(l—l—tan(z—t)) dt¢
%
s 1—
:/4ln<1+ tant> dat
0 1+ tant
1 2
:/4111 — ) dt
0 1+ tant

(ln2 —In(1+tant)) dt

FSH

In2-1

E
©

I
ool Mﬂ%\ﬁo\

1+ 22
On pose x = tant. t — tan(t) est de classe C! sur [0, Z]
On note dx = (1 + tan?¢) dt.
Sit=0alorsz =0
™
Sit=—al =1
i 5 dlors @

T In(1 + tant) ) /4
= | —/———“(+tan’t)dt = [ In(1+tant)dt
J /0 T tanZt (1+ tan“t) ; n(1+ tant)

1
J:/ A +2) 4.
0

Bl

Donc J = I donc J:gan.




K / Arctanx
14z +x

Soit u et v les fonctions de classe C1 sur [0,1] :

1
V. 0,1 = Arct ") = ——
z € [0,1], u(z) rctan x u'(x) 722
1
v(z) =In(1+x) V' () T2

Par intégration par parties, K = [Arctanz x In(1 + z)]j — J = %1112 ——1In2

Donc, | K = gln2 .

Exercice 14. Vérifions d’abord que f est bien définie au voisinage de 0.

La fonction ¢ — In(1 + ¢)In(1 — ¢) est définie et continue sur U'intervalle | — 1, 1] donc admet au moins une
primitive G.

Soit € R.

f(z) existe <= (r,22) €] — 1,1

= x¢€ .
x e p—
272

Donc f est définie sur ]—% %[ Ainsi, f est bien définie au voisinage de 0.
De plus, pour tout z € |—3, 3 [, f(z) = [G(1)]2* = G(2z) — G(x).
i
2

f est donc dérivable sur ]— ,%[ comme différence et composée de fonctions dérivables et, pour tout = €

]_%’%[7
f'(x) =2G"(22) — G'(x)
=2In(l1+2z)In(1 — 2z) —In(1 + z) In(1 — z)
= 220+ 0(@)(~20 + o) — (& + o)) (— + 0(a)

—82% + 2% + o(2?)

g

= T2 + o(x?)

z—0

f’ admet donc un DL9(0) done, par primitivation, f admet un DL3(0) : f(z) = f(0) — gm?’ + o(x?).

z—0

Or f(0) =0 donc | f(z) = —=z>+o0(z®)|

Exercice 15. 1°) On a : Ker(f) C Ker(go f) (car si f(z) =0 alors g(f(x)) = ¢(0) i.e. go f(z) =0).
Réciproquement, soit x € Ker(g o f). Montrons que = € Ker f.
Alors go f(z) = 0. Donc f(go f(x)) =0. Ce qui s’écrit fogo f(x) =0 soit encore (fog)(f(z)) =0.
Or fog=idg donc f(z) =0 ie. x € Ker f.
On a montré que Ker(go f) C Ker f.
(f) =Ker(go f)|
2°) On a nécessairement Im(g o f) C Im(g) (car si y s’écrit go f(x) ou z € E donc y = ¢g(f(z)) donc
y € Im(g)).
De plus, Ker(g o f) = Ker f donc dim(Ker(g o f)) = dim(Ker f).

Par le théoréme du rang,

dim(E) =
dim(E) =

m(Ker f) +rg(f)

di
dim(Ker(go f)) + rg(g o f)



Donc, 1g(f) = rg(g o f).
On récapitule, Im(g o f) C Im(g) et dim(Im(g o f)) = dim(Im(g)).
Donc, ‘Im(g o f) =Im(g) ‘

3°) (gof)o(gof)=go(fog)of=goidgof donc (go f)? =go .
De plus, go f € L(E).
Donc, g o f est un projecteur de E. Ainsi, E' = Ker(go f) ® Im(g o f).
On en déduit par 1 et 2 ‘E = Ker(f) ® Im(g) ‘

Exercice 16. C’est un exercice sur une suite définie implicitement. cf. TD Suites

1°) On pose, pour n € N*, f,: R — R
r = 2+nz—1
fn est dérivable sur R et, pour tout = € R, f/(x) = 5z* +n > 0.
frn est continue, strictement croissante sur l'intervalle R donc f, réalise une bijection de R dans

]xEIPoo fn(:v),xginoo fn(z)] i.e. de R dans R.

0 € R donc admet un unique antécédent u,, par f, dans R.

Ainsi, |Vn € N* 3lu, € R, ud +nu, —1=0|

Remarque : Deux choses a bien se rappeler pour la suite (c’est la méme chose dite sous une forme
différente) :
Vn € N*, ud +nu, —1 =0 et Vn € N*, f,(u,) =0.

2°) Etudions la monotonie de (uy,). En général, cela passe par l'étude du signe de fr1(un).

Soit n € N.

Far1(un) = ud + (n+ Du, — 1
:ug—i—nun—l—l—un

= Up car fp(un) =0

fn(0) = =1 et fn(up) =0 donc fr(0) < fr(un).

Comme f,, est (strictement) croissante sur R, on en déduit que : 0 < u,.
Ainsi, fri1(un) > 0. Or fri1(ups1) =0 done fri1(unt1) < frs1(up).
Comme fy,+1 est (strictement) croissante sur R, on en déduit : up+1 < .
Donc la suite (u,) est strictement décroissante.

De plus, (u,) est minorée par 0 donc (u,) converge vers un réel £ > 0.

5

1—u

VneN*,uz—l—nun—l:Odoncnun:l—u;r; donc u,, = -

Comme uy, =7 ¢, on en déduit que ’ (uy,) converge vers 0 |.
n—-+00

1— 5
3°) Vn € N*,u, = Yn
n
Or u, — 0 donc u, =o(1).
n—-+00
1 1 1 1
Donc, un:—m():—i—o().
n n n

10



On réinjecte :

Exercice 17. On note n = dim(E). n est impair.

u3 = —u donc det(u?) = det(—u).

Donc (det u)? = (—1)"det u i.e. (detu)® = — det u puisque n est impair.
Donc (det u)? 4 det(u) = 0, ce qui s’écrit : det u((det u)? + 1) = 0.
Donc, detu = 0 ou (detu)? + 1 = 0.

Or detu € R puisque E est un R-espace vectoriel. Donc det(u)? + 1 > 0.
Ainsi, detu = 0.

On en déduit que : ’u n’est pas bijective ‘

Exercice 18. Soit F un espace vectoriel de dimension n.

1°) Soit B = (ey,...,ey) une base de E.
On note C la famille C; = (e1 + €;,€2,...,e,) ot i € {2,...,n}.

10 0 ... ...0
01 0 ... ... 0
Mats(C) =14 1 0
00 ... ... 01

Dans la lere colonne, il y a un 1 sur la iéme ligne.

det(Matg(C;)) = 1 car on reconnait le déterminant d’une matrice triangulaire inférieure. Ainsi,
det(Matg(C;)) # 0.
Donc ‘Ci est une base de E ‘

2°) On raisonne par analyse/synthése.

* Analyse : Soit f € L(E) telle que Matg(f) est diagonale pour toute base B de E.

Soit alors B = (ey,...,e,) une base de E.
MO0 ... 0
0 X 0
Alors, 3 (A1,...,\n) € K™, Matg(f) = ,
0o ... An
Soit i € {2,...,n}. On note C; = (e1 + €;,€e2,...,e,). Alors C; est une base de E.
M1 0 0
0 po 0
Done, 3 (p1, ..., pn) € K™, Mate,(f) = | S
0 ... Lhn

Ainsi, f(e1 +¢€;) = pr(e1r + e;) = pre1 + pae;.

11



On a aussi f(e1 +e;) = f(e1) + f(e) = Aier + Nieq.
Donc, pie; + pie; = Aier + Aje;.
Comme (eq,€;) est libre, il vient : p; = A et g = \;. Donc \; = Aq.
Ainsi, Matg(f) = Ai1,. Donc f = A\ idg.
* Synthése : Réciproquement, s’il existe A € K, f = Aidg alors la matrice de f est diagonale dans
toute base de F.

Ainsi, ‘les endomorphismes solutions sont les homothéties de E ‘

Exercice 19. On remarque que = — zf'(x) + f(x) est la dérivée de = — zf(z) d’ou I'idée de définir la
fonction
(o R+ — R
4 3

x = xf(x)— 3%

¢ est dérivable sur R et, pour tout € Ry, ¢'(z) = f(x) + zf'(x) — 422 donc ¢'(x) > 0.
Donc, ¢ est croissante sur R done, pour tout = > 0, p(z) > ¢(0) ie ¢(x) > 0.
4
Ainsi, pour tout x € Ry, zf(x) > gcc?’. Si z > 0 on en déduit que f(z) > §$2'
De plus, 'hypotheése de 1'énoncé s’écrit pour x =0 : f(0) > 0.

4
Finalement, | pour tout = € Ry, f(z) > §x2 )

a b b
Exercice 20. Onnote C; = | a? | ,Co= | 0?2 | ,C3 = | b2
CL3 b3 b3

On se rappelle que le déterminant d’une matrice est le déterminant de ses vecteurs colonnes.

De plus, 'application det est trilinéaire et s’annule lorsque 2 de ses variables sont égales donc

D= det(02 + C5,C1 + Cs,Ch + 02) = det(CQ, Cs, 01) + det(c;),, Cq, Cg)

Puis D = 2det(Cq, Ca, C3) par permutation circulaire (ce qui correspond & 2 échanges de colonnes).

a b ¢ 1 1 1
Ainsi, D =2{a® b ¢?|=2abc|a b c| par trilinéarité.
¥ 3 a’> b

Finalement, ‘D = 2abcV (a,b,c) = 2abe(b — a)(c —a)(c —b) ‘

Exercice 21. Vérifions d’abord que f est bien définie au voisinage de 0.

La fonction ¢ + In(1 + ¢) In(1 — ¢) est définie et continue sur l'intervalle | — 1,1[ donc admet au moins une
primitive G.

Soit x € R.

f(z) existe <= (x,22) €] —1,1[

< € 11
. 22

Donc f est définie sur ]—%, % [ Ainsi, f est bien définie au voisinage de 0.
[ f(2) = [GWF = G(22) - G(a).

De plus, pour tout x € ]—%, ,
,%[ comme différence et composée de fonctions dérivables et, pour tout =z €

INZiaat CITN

f est donc dérivable sur ]—

12



[E—
|
N[ —
N|—
-

f'(z) =2G"(22) — G' (=
=2In(l+2z)In(1 —2z) —In(1 + z)In(1 — )

= 22z + o(z))(—2x 4 o(x)) — (x + o(x))(—x + o(x))

—82% + 22 + o(2?)

= 72 + o(x?)

f admet donc un DLy(0) donc, par primitivation, f admet un DL3(0) : f(x) =
T—>
7
Or f(0) =0 donc | f(x) = ——a>+o(z®)|
z—0 3

n

1
Exercice 22. On pose:VnEN*,Sn:E 5 5 5
124224 4n

S 6
Alors, S, = .
ors, & ; n(n+1)(2n+1)

Vv
n

On pose : Vz € RY, f(x) =

=

1
z(z+1)2x+1)

f est une fonction rationnelle.

f(0)

- z;r?’ + o(2?

3

Décomposons F' en éléments simples. deg(f) < 0 et tous les poles sont réels et simples donc :

b . c
r+1 2xr+1

(a,b,c) € R®, Yz >0, f(z) = % i

On multiplie par z puis on fait tendre x vers 0 : @ = 1.
On multiplie par  + 1 puis on fait tendre x vers —1 : b = 1.

On multiplie par 2z 4 1 puis on fait tendre x vers —ic= —4.

1 1 4
Ainsi, pour tout n € N*, u,, =6 <

n+n+1_2n+1

== 3 g ¥

1<k;<2n 1<k<2n
k palr ki 1mpa1r
H, <~ 1
Cela s’écrit : Ho,, = -n 1
ela s’écri o = g 5 + 2k+1+
k= 1 k=1
1 Hn
D’ = Hy, — — — 1.
on kz_: 2k+1 T 2

On injecte dans S, et on utilise : H, = Inn + v + o(1).

Hpi1 + 3H,, — 4Hy, + 3)

In(n+1)+3lnn—4In2—-4lnn+3+0o(1))
In(n+1) —Inn—4In2+ 3+ o(1))

—6 (m (HD —4ln2+3+0(1)>

1
Ainsi, (S,,) converge vers 18 — 24 1n 2 puisque In (1 + ) — 0.

n n—-+4oo

13

=6 (Hy
:6(
=6(In(n+1)+~v+3lnn+3y—4In(2n) — 4y + 3+ o(1
=6(
=6(

>. Dot Sn:6<Hn+Hn+1—1

)

s
k

:12k5+1

) |



1 1
On en déduit que |la série Z TRy 5 converge | et Z Ty 5 =18 —-24In2|

+00

+otn ot

Exercice 23. 1°) Méthode 1 :

2°)

Par la formule du binéme, pour tout n € N,

n

2+V3)"+(2-V3)" = Z<k>2n k3" +Z< )2" F(—V3)F

k=0
= Z (k>2nk><2><\f Z <>2"k+1><\[
0<k<n 0<k<n
k est pair k est pair
Or, pour tout k € {0,...,n} tel que k est pair, (Z) € N,2" %1 ¢ N, (v3)* ¢ N.
Donc, comme somme d’entiers naturel, | (2 + v/3)" —V3)"eN|
Meéthode 2 :

On note, pour tout n € N, u, = (2+v3)"+(2—v3)" = a"+ " en notant a = 2++/3 et  =2—+/3.

Alors (uy,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique :

2

(r—a)(r—=p8)=0 < r*—(a+f)r+af=0 < 2 —4r+1=0

Ainsi, pour tout n € N, up40 = 4Upt1 — Up.-
De plus, ug = 2 et uy = 4.

Par récurrence double, on montre que, pour tout n € N, u,, € Z. De plus, il est clair que (u,) est a

termes positifs. Donc, ‘pour tout n € Nyu, € N ‘

On note : Vn € N, |v, = sin(7(2 + v3)") |
On rappelle que 'on a noté u, = (2 +/3)" + (2 — V3)™.

Par la question précédente, pour tout n € N, u,, € N.

U = sin(mu, — (2 —+/3)") donc |v,| = |sin(mu, —7(2 —/3)")| = | sin(7(2 —+/3)")| puisque u,, € N.
Or, pour tout = € R, |sin(x)| < |z|. Donc, pour tout n € N,0 < |v,| < 7(2 —v3)" (2 —+/3>0).

1 <3<4donc1<+3<2donc0<2—1+/3< 1. Ainsi, la série géométrique 2(2 — \/g)” converge.

Par un théoréme de comparaison sur les séries a termes positifs, on en déduit que la série g |Un |

converge. Ce qui signifie que la série E vy, converge absolument. Finalement, | la série E vy, converge |.

Exercice 24. Soit n € N* et a € R.
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1°) Soit z € C.

) +1\"
(z+1)" = e = <Z€i2a > 1
V4 + 1 2k7r

— Jke{0,...,n—1}, —— =¢€'n

ez2a

= Fke{0,...,n—1},z=e2(t5) 1
< Jke{0,....,n—1}, 2= eilatir) (ei(‘”%ﬂ) — e_i(a+%7))

n

k ok
<~ Fke{0,...,n—1},z=2isin <a+77> ilatr)

noté zj

De plus, pour k et k¥’ entre 0 et n — 1, si 2z = 2 alors en prenant la ligne 3 de ’équivalence, on en

. km L7 us s /7\'
déduit que ei2(e+5E) — ¢ (a+ ) Donc e% = ¢*%" donc k = k' puisque k et k' sont des entiers
entre 0 et n — 1 (on sait que les €’ 2 pour p € {0,...,n — 1} sont distincts 2 a 2).

n

k , x
Ainsi, | le polynome P admet n racines distinctes : les 2i sin <a + W) ei(a+57) pour k € {0,...,n—1} |

2°) deg(P) = n, P admet n racines distinctes et P est unitaire donc toutes les racines sont de multiplicité

n—1 n—1
letona: P = H(X —zE) = H <X—2isin <a+ k;) ei(“JrkaT)).

k=0 k=0
= km\ (gak
P(0) = H (—21’ sin (a + n> el(‘”n))
k=0
~1
_ (_1\non K - i(a—&-k—”)
=(-1)"2"p, H ie n
k=0
n—1 .
9y, H ez’(a—i—f-‘r%)
k=0
n—1
. km s
7 Z (Cl + n + 5)
= (—1)"2"ppe k=0
n—1 kn
OnnoteS’n:Z<a++ >
n
k=0
T — mn(n—1) T s
Sn—na+—+ Zk‘—na—k T:na+§(n—1+n):na+nw—§.
n
Ainsi, e = el (— 1) ( P).
Dott, P(0) = (=1)"2"ppe’®"(—1)"(—i) = —i2"pye’”
Or, on a aussi P(0) = 1 — ¢i29n = ¢lan(e=ian _ cian) — _2jsin(an)e'".
sin(an
Donc, | p, = 275_1 )
ail ai2

Exercice 25. 1°) On note A = ( ) On suppose que () : |ai,1| > |a1 2] et |ag2| > |az].

a1 Q22
det(A) =a1,1022 — (2,101 2-
Les 2 inégalités de (*) sont a termes positifs donc on peut les multiplier membre & membre.

On obtient : a1 1a22| > |a12a2.1].

15



Si det(A) = 0 alors aj1a22 = a1 2a2,1 donc |ay1a2:2| = |a12a21| : exclu.
Donc det(A) # 0 i.e. ’A est inversible ‘

71
2°) Soit X = | : | telle que AX = 0.

Tn

n
a) En développant le produit matriciel AX, on obtient : Vi € {1,...,n}, Z a; jrj = 0.
j=1

n
Soit i € {1,...,n}. On isole a;;z; : a;;x; = — Zai,jl’j-
j=1
J#
Donc, par inégalité triangulaire, |a;;||z;| < Z las ||z
J#
Or, pour tout j € {1,...,n},|z;| < M donc Z la; jl|z;| < Z la; ;| M.
J#i J#i
Ainsi, |agi|lzil <M Y aigl|
1<j<n
J#
b) Par I'absurde, supposons M # 0. Donc M > 0.
On sait que Vi € {1,...,n}, Z la; ;| < |aiil.
1<j<n
J#
Donc, puisque M > 0, pour tout i € {1,...,n}, M Z la; j| < Mlai;|.
1<jsn
J#i
Donc, par transitivité, en utilisant 2a, |a;;||x;| < M|a;;|. Ceci pour tout i € {1,...,n}.

M = max{|z;|/1 <i<n} donc Jip € {1,...,n}, M = |z;,|.
D’ow, pour @ = g, |@ig.io||Tio| < [Tig||@ig,i0]-

Comme |z;,| > 0, on en déduit : |ai,io| < |@ig,io| : exclu.

Donc M = 0. Ainsi, pour tout ¢ € {1,...,n},z; =01ie. X =0.
On a montré : VX € M, 1(K), AX=0 = X =0.

On en déduit que ’ A est inversible ‘

Exercice 26. Soit n € N.
Méthode 1 :

mn+1
= x4+ In <1 — ﬁ =+ O($n+1))

z—0 n—%l)
1 ( +1)
n+1 ———+o(2") — 0
flz) = :C—Ll'—i-o(x”“) car (n+1)! z—0
5

16



Méthode 2 On dérive
Comme Z o —> 1, f est définie sur un voisinage D de 0 et est dérivable sur D.

k_
Vx €D,
k—1 noopk1 n—1 ok nogk g
§: WOl G 2w 2E
F(x) = k= k=1 k=0 k=0
n CL‘k - n [L‘k - n ﬂ?k n ﬂ?k
k! k! k! k!
k=0 k=0 k=0 k=0
z" 1
Tl
>0
k=0
N——
g(x)

g(x) — 1 donc — 1 donc g(x) =,
T—

z—0 g(x) z—0
Fa) = 1= S 4o) =1- % 4 oam).
z—0 n! n!
n+1
Par primitivation, f(x) = f(0)+ o — CES + o(z" 1),
Ainsi = 2"t n+1
insi, | f(z) v nED) +o(z")

X
Exercice 27. f est continue sur l'intervalle [a,b] donc F : x / f(t)dt est 'unique primitive de f qui

s’annule en a.

xX
De méme, G : x > / f(t)3 dt est 'unique primitive de f3 qui s’annule en a.

(/ f(t dt) _ /;f(t)gdt. v € [0, b], o(z) = F(x)? — G(x).

¢ est dérivable sur [a,b] comme produ1t et différence de fonction dérivables sur [a, b] et, pour tout x € [a, b],

On pose, pour tout = € [a, b],

¢'(x) = 2F () F(z) - G'(z) = 2f(2) F(z) - f(2)’

2 / " dt— fx)?
¥(x)

f(x)? est dérivable sur [a, b] et, pour tout z € [a, b],

Y :x— 2F(x) —

V() = 2F"(z) — 2f(2) f'(z)
= 2f(z) — 2f(2) ()
=2f(z)(1 - f'(z))

Vz € [a,b],0 < f'(x). Donc f est croissante sur [a, b] donc, pour tout x € [a,b], f(z) > f(a) i.e. f(x) > 0.
On a aussi f'(z) <1 donc ¢/(z) > 0.

Ainsi, 1 est croissante sur [a,b] et 1(a) = 0 donc, pour tout = € [a, b],9(x) > 0.

On rappelle aussi que f(x) >0

'(z) > 0.

¢ est croissante sur [a,b] et p(a) = 0 donc, pour tout z € [a, b],

Finalement, pour tout x € [a,b], p

o(z) > 0.
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2

b b
En particulier, p(b) > 0, ce qui s’écrit : / f)3de < (/ f(t))

Exercice 28.

Point méthode : | )

On remarque que & — —— se primitive en x +— 3 In? . D’ou Iidée d’une comparaison série / intégrale (déja
x

vue en TD sur les séries et sur 'intégration).

On explique & nouveau l'idée.

Supposons que f est décroissante, positive, sur [ng, +oo[ ou ng € N et que 'exercice utilise la série Z f(E).
Soit k € N tel que k > ng. Faisons un schéma pour visualiser.

(k)
fk+1)

k k+1

L’aire sous la courbe de f sur le segment [k, k + 1] est comprise entre 'aire du rectangle de hauteur f(k+ 1)
et de base [k, k + 1] et l'aire du rectangle de hauteur f(k) et de base [k, k + 1].
Démonstration : Vt € [k, k+ 1], f(k+1) < f(t) < f(k).
k+1
Donc, par croissance de I'intégrale, / flk+1)dt < /
k k

k+1
Soit encore, f(k+1) < /k ft)dt < f(k).

k+1

k+1
f(t)dtg/kJr flk)dt

Remarque : 1l faut étre capable de retrouver cette inégalité trés rapidement grace au schéma.

L. O 2 b 40 4 4b db 4b 4b 4 4b db 2b 4B 4 b db db 4B 40 b db 2 4B 4 b g a ¢

Retour a l’exercice :

n
Ink 1
Vn € N* u, = — — —In’n.
— k 2

Int
% Tout d’abord, voyons si la fonction f : ¢ +— e est décroissante. Ce qui permettra d’en déduire des

inégalités qui nous serviront ensuite.
1—Int

[ est dérivable sur R et, pour tout ¢ > 0, f'(t) = donc f(t) <0 pour ¢t > e.

Ainsi, f est décroissante sur [3, +oo].

k+1
Pour tout k entier > 3, f(k+1) < / f@)de < f(k).
k

1 1 S| 1
Ce qui s’écrit : nl(ck—l——l—l)g/k Ltdtgn?k )
In(k+1 1 Ink
Ce qui s’écrit, en calculant U'intégrale : | (x) : n](€++1) < 5(1n2(k +1) —1In?k) < r;:

* Etudions la monotonie de la suite (u,,).

Inn+1) 1 , 1.,
— =1 1)+ = In“n.
] 5 (n+1)+ 5 n
On en déduit par (x) (en prenant k& = n dans I'inégalité de gauche) que up+1 — upy < 0.

Vn € N* upt1 —up =

Donc la suite (u,) est décroissante.

18



* 11 suffit alors de minorer (uy,).

n n
Ink Ink
Pour ¢a, intéressons-nous a la suite (S,,) définie par : Vn € N*, S, = E n? = DT
k=1 k=2
Soit n € N tel que n > 4. On reprend (x) (inégalité de droite). On somme pour k =3 a k = n.
n n
1 Ink
Alors, Y —(In*(k+1) —In®k) <> —.
ors, 2(n(k—|— ) —In“k) <
k=3 k=3
1 In2
Par téléscopage, §(ln2(n +1)—n%3) < S, — %
1 1 1 In2 1
Donc S,, — §1n2n > §ln2(n+ 1) — §ln2n+ HT - §ln23.
T . In2 1 ,
Ainsi, puisque In est croissante, u, > - ~3 In“ 3.

Donc (uy,) est minorée.

On a montré que la suite (uy,) est décroissante et minorée donc ’ la suite (uy) converge ‘

1
Exercice 29. Pour (p,q) € N?, I, , = / (1 —¢)Ptddt.
0
On a bien sir envie d’essayer une intégration par parties.
1
Décalons I'un des indices : I,,11 4 = / (1 —t)PHeade.
0

Soit u et v les fonctions de classe Ct sur [0,1] :

vie[0,1], wu(t)=(1-t)F* u'(t) =—(p+1)(1-t)P
tq—i-l
v(t) = 1 V'(t) =t
q
1 1
, , , (1 — t)ptigatt p+1/ 1 p+1

Par intégrat ties, I = 1—t)Pt4*1 dt. Donc, 1, =Ty gt1.
ar intégration par parties, Ip41 4 [ ) e, ( ) onc, Ipii4 1 P+l

La difficulté réside surtout dans la présence des 2 indices. En particulier, dans la formule obtenue, ils ne
varient pas dans le méme sens.

Tentons de conjecturer une formule. Comme c’est assez complexe (2 indices), on rédigera ensuite compléte-
ment la récurrence.

Recherche au brouillon :

Ipq = ﬁfp—l,qﬂ
__p p-1,
- q+1q+2 p—2,q+2
p p—1p—-2

I,
q+1q+2q+3p37Q+3

p p—1p—2 1

— . I
q+1q+2q+3 qtp NtP
1!
_re
(g+p) "
1 " tp+q+1 1 1
Or 1, :/WQ&: - -
R {p+q+1]0 ptq+1
plq!

Démontrons par récurrence que : ¥(p,q) € N?, I, , = CETESIE
pPTq :

Attention, on ne peut faire de récurrence que sur un seul indice.

1g!
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1 plg!
— Pour p=0:Vqge N, I, = —— donc Iy, = .
p q 00 o1 047 (g + 1)
Ainsi, Hy est vraie.
. ) . plg!
— Soit p € N fixé. On suppose que H, est vraie donc, |pour tout g e N|, [, , = ——————.

Vg eN, I = =
q ptlg q+1 p,q+1

le «Vq

Ainsi, Ip—i—l,q =

p+1 p+1 plg+1)!

g+1(p+q+1)!
» doit étre a Uintérieur de Hp).

en utilisant H,, avec l'entier ¢ + 1 (c¢’est pour ¢a que

1)!q!
M. Ainsi, H,41 est vraie.
(p+1)+9)!
— On a montré par récurrence que :
¥(pq) € N2 I = — L
’ TP (p+ g+ 1)!

Exercice 30.

1°) Considérons f = ulpy,

Soit £ un K-ev de dimension finie n > 2. Soit « un endomorphisme de E de rang n — 1.

) i.e. la restriction de f au sev Im(u¥) : f: Im(u*) — E

uk

On applique le théoréme du rang a f : dim(Im(u¥)) = dim(Ker f) + rg(f).

Donc rg(u”*) = dim(Ker(f)) + rg(f).

Or Ker(f) = {x € Im(u*) / u(x) = 0} = Im(u*) N Ker(u). Donc dim(Ker(f)) < dim(Ker u).
u est de rang n — 1 donc, par le théoréme du rang appliqué a u : dim(Ker(u)) = 1.

Ainsi, dim(Ker(f)) < 1.

D’autre part, Im(f) = {f(z) /2 € Im(u*)} = {u(z) /2 € Im(u¥)} = Tm(uF+1).

Donc, rg(f) = rg(uf*?).

Ainsi, rg(uF) < rg(u*t + 1.

En appliquant le théoréme du rang a u* et u

Donc, n — dim(Ker(u*)) < n — dim(Ker(u**1) soit encore dim(Ker(uk“)) < dim(Ker(uk)) + 11

k+1 .

n= dim(Ker(uk)) + rg(uk)
n = dim(Ker(uk+1)) + l“g(UHl)

2°) On suppose que u" = 0.

On pose, pour tout k € {0,...,n}, ap = dim(Ker(u¥)).
ap = dim(Ker(u?)) = dim(Ker(idg)) = 0 et a;, = dim(Ker(u")) = dim(E) = n.
De plus, pour tout & € N, a1 < ag + 1 ce qui peut s’écrire : apy1 — ag < 1.

Par l’absurde, supposons : ko € {0,...,n — 1}, agy+1 — o, < 1.

n—1

En sommant de k =0ak=n—-1: Z(ak+1 — ag) < n (on somme n — 1 inégalités larges et une

k=0

inégalité stricte : on garde le strict).

Par téléscopage : a, —apg < n ie. n <n: exclu.

Donc, pour tout k € {0,...,n — 1},ap1 = a + 1. La suite (o) est arithmétique de raison 1 et

ag =10

donc, pour tout k € {0,...,n},ax = k.

Ainsi,

Vk € {0,...,n},dim(Ker(u¥)) = k|

Exercice 31.

1°) G est dérivable sur R comme différence et produit de fonctions dérivables. Pour tout

20



z € R,

G'(x) = F"(x)sinz + F'(x) cosx — F'(x) cosx + F(x)sinz
G'(z) = (F"(x) + F(z))sinx

F// Z kP(2k+2) )
k=0

3
—

I
M7

(=1)F PRF2) () car P est de degré 2n donc P22 (z) =0

1T
= O

n

(_1)kp(2k+2) (x) + Z(_l)kP(Qk’) (.1‘)

k=0
n

—1)77 P2 () + 3 (=17 PP (2) en posant j = k + 1 dans la lere somme
5=0

ainsi F"(x) + F(x) =

(]

b
Il
o

I
sz

<.
Il
—

(-1 (PE z) - POY(w) + PO ()

I
M3

1

I
o,
pacl ISa~ A

F'(x) + F(2)
G'(x)

x)

P(z)sinz

2°)

/O7r P(z)sinzdzr = /07r G'(z)dz

= G(m) = G(0)
= F'(r)sinm — F () cosm — F'(0) sin0 + F(0) cos 0

/07r P(z)sinzdx = F(0) + F(m)

x"(a — bx)"
n!
Ainsi, |pour k € {0,...,n—1}, P®)(0) =0

4°) Yz € R,

3°) Vz e R, P(z) = . Donc 0 est racine d’ordre n de P.

(n a"*(—bx)k par la formule du bindéme

On a obtenu ’écriture développée du polynome P.

1
Le coefficient de 2"** dans P est — <Z> (=b)ranF |.
n!

5°) Par la formule de Taylor, puisque deg(P) =2n : P =

p(ntk) (0)

Ainsi, le coefficient de "% dans P est ————~.
(n+k)!
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p(ntk) 1
Par unicité des coefficients de P, on en déduit que : prrrio) = (" (=b)Fan—F.
(n+k)! n! \ k

|
Donc, | PR (0) = M <Z> (=b)kamk |,
n!

(n+k)! n :
n + k > n donc ‘ € N. i € N. Comme a et b sont dans N et k et n — k sont des entiers
n!
naturels, il vient : | P™+%)(0) € Z |

6°) Vz € R,

P(ﬂ'—:L’):P(E—SL')

‘P(ﬂ' —x) = P(a:) ‘

7°) VnGN,In:/ P(x)sinxzdx = F(0) + F(m) par 2.
0

F(0)=">_P®(0).

k=0
Or par 4 et 5, pour tout j € {0,...,2n}, PU)(0) € Z. Donc F(0) € Z.
F(m) =Y P®)(r).

k=0

Or, pour tout « € R, P(m — x) = P(z). Donc, en dérivant, pour tout € R, —P'(r — z) = P'(x).
Puis en redérivant, pour tout « € R, P"”(7m — z) = P"(z).

Par récurrence élémentaire, on prouve Vj € N, Vo € R, PU) (1 — z) = (=1)/ PU) (x).

En particulier, pour tout j € N, PU)(x) = (=1)7PU)(0) donc PYU)(x) € Z. D’ow, F(n) € Z.
Finalement, comme somme d’entiers, F'(0) + F(7) € Z. Donc I,, € Z.

x"(a — bx)"

sinz.
n!

On note ¢ —

Siz e [0,7] alors 0 <z < % donc bz < a puisque b > 0. Donc (a — bx)™ > 0.

On a aussi 2™ > 0 et sinz > 0. Donc ¢ est positive sur [a, b].

¢ est une fonction continue, positive sur [0, 7], non identiquement nulle donc / ' o(z)dz > 0.
0

Ainsi, I, > 0.
Finalement, .
8°) Vz € [0, 7],
0<z"<7"et0<a—bxr<a DoncO< (a—0bx)" <a".
D’autre part, 0 < sinz < 1.

n — bx)" n
Ainsi, 0 < M sinx < (am)
n! n!
T " (a — bx)"™ am)"” am)™
Par croissance de 'intégrale, 0 < / (7') dx < @ﬂ e 0< I, < @ﬂ'.
0 n n! n!

(am)"” — 0.

Or, on sait que pour tout ¢t € R, ¢" = o(n!). Donc
n' n—+400

Par le théoréeme d’encadrement, on en déduit que ’ la suite (I,,) converge vers 0. ‘

22



1
9°) La suite (I,,) converge vers 0 donc, en choisissant £ = 3 dans la définition de la limite :

11
AN e N,Vn > N, I, € [——2, 2}

Or I, € N* donc I, > 1. On arrive a une contradiction.

On en déduit (enfin) que .

Trois énigmes

Enigme 1
Il est impossible que le premier martien ait dit « je suis un tuku ». En effet, s’il est un tuku, alors il doit
mentir, et donc se dire taka; et si c’est un taka, il doit dire la vérité. Donc le second martien ment. Le

troisiéme martien dit donc la vérité : c’est un taka.

Enigme 2
Notons S cette somme.

2024 — 20232 = (2024 — 2023)(2024 + 2023) = 2024 + 2023
2022% — 20212 = (2022 — 2021)(2022 + 2021) = 2022 + 2021

22 - 12=(2-12+1)=2+1

2024
2024 x 202
On somme: S =3 k= w — 2049300,

k=1

Enigme 3

Version longue

Chaque fois que la mouche se trouve sur la roue d’une bicyclette détermine un instant n.
L, la distance entre les 2 bicyclettes a I'instant n
Soit m € N*. On note < /,, la distance couverte pas la mouche de I'instant n a l'instant n + 1

¢! la distance couverte pas une bicyclette de I'instant n a l'instant n + 1

Instant n = 1 i.e. instant initial : L; = 20.

Soit n € N*. Examinons le passage de I'instant n a Iinstant n + 1.
On note A et B les positions des deux bicyclettes a 'instant n.
Supposons que la mouche est au point A.

Faisons un schéma :

ln,

El

on.
o3

—————»

Ln+1

1
!
|
|
|
|
|
|
!
!
|
|
|
1

- 1

Ly,

23



On note S la distance couverte par la mouche.
S correspond a la somme de la série (convergente bien stir) E L.
n>1

2
o [, = gﬁ% donc £, = 32% i
. Ln:€n+€r/n:€n+§€n donc angfn

2 14
o Lpi1=4l,—0, =1, <1 — 3) donc Ly = En
5
Le 2e point appliqué au rang n + 1 donne : L,41 = gﬁnﬂ.

5 1
Donc, avec le 3e point, on obtient : §€n+1 = En Ainsi, £y11 = gfn.

1 1 1 5
S=lh+bl+ - -=lL(l+-+=+... | =4 = /.
1+ L2+ 1(+5+52+ ) 11_% el
Or€1:§L1:§x20:12.
Finalement, S = 15.

Version courte

Les bicyclettes sont & 20 km de distance au début et roulent & 10 km par heure donc mettent une heure pour
se rejoindre. Pendant cette heure, la mouche vole sur 15 km.

Une anecdote sur John Von Neumann

Von Neumann était au dire de tous ceux qui I'ont connu l'un des esprits
les plus brillants du vingtiéme siécle. Il avait en particulier une mémoire et
une rapidité trés impressionnante. Paul Halmos, mathématicien a dit de lui :
« Nous pouvons tous penser clairement, plus ou moins, pendant un certain
temps; mais la clarté de Von Neumann était, en permanence, de plusieurs
ordres de grandeur supérieure a celle de la plupart d’entre nous ».
L’énigme des 2 bicyclettes fut posée & Von Neumann lors d’un diner. Il
la résolut en un instant, décevant celui qui la lui avait posée. « Oh, vous
connaissiez déja l'astuce! » « Quelle astuce? » demanda Von Neumann :
« tout ce que j’ai fait, c’est de sommer la somme infinie ».
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