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1 Travail et puissance d'une force

1.) Définitions
Hypothése : point matériel M(m), soumis a la force F, de vitesse ¥, dans un référentiel % quelconque.

Définition :  Travail de Filorsque M se déplace de My(t)) & My(ty) Wy, (F) = j'::" 2Fdl Toula

Travail élémentairé de F_lorsque M se déplace de dL|6W = F.d
Puissance de F: P(ﬁ) = % —F.3 Wwaltt.

-l
5 P
P(F) > 0 Puissance motrice, ou travail moteur (= force motrice). My
P(F) < 0 Puissance résistante, ou travail résistant (= force résistante).
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-3 11 Théoréme de la puissance et de I'énergie cinétique
1.) Energie cinétique :
Pour un point matériel M(m) de vitesse #, dans un référentiel % quelconque, on définit
I'énergie cinétique [Ec (M/R) =% m V'(M/R) ¥ ¥
‘ 2.) Enoncé des théorémes .
Hypothése : point matériel M(m) soumis & la résultante des forces F, de vitesse , dans un référentiel R,
supposé galiléen. N
Théoréme de I'énergie cinétique ~ dans % g galiléen Wy (F) = E.(t)) - Ec(t)) = O Ec.
Théoréme de la puissance cinétique dans R g galiléen P(F) = &
LEéoré'me de I'énergie cinétique sous forme infinitésimale dans R g gahléen oW =dE,
démo : Travail de F lorsque M se déplace de M & M, : :
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111 Energie potentielle et mécanique el rS

1.) Energie potentielle X v’.

* Hypothése : Point matériel M(m) soumis a une force F, dans un référentiel R quelconque. %
# Propnet Si le travail de F lorsque M se deplace de M(t;) a Mx(t2) ne dépend pas du chemin suivi,
¥ mais uniquement des positions initiales et finales, ‘la force est dite conservative et le travall s'écrit sous la

M
H fome: 3 Wi_o(F) = J,, F.dl=[- —Eplj¢ bw =F.dl = —dEp

La fonction Ep est appelee Energie gotentlelle de M associée A F. Elle est définie a une constante
additive pres. C'est une fonction des coordonnées d'espace.

Lé travail d'une force conservative le long d'un trajet donné est égal a la diminution d'énergie
potentielle. On dit que la force dérive d'une énergie potentielle.
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3.) Théoréme de I'énergie mécanique

Hypothése : Point matériel M(m), soumis a la résultante des forces' F = F} + f',.c‘. dans un référentiel R
supposé galiléen. '
oy ..

- F; est la résultante des forces conservatives, de travail W, dérivant de I'énergie potentielle totale Ep.
< Fc est la résultante des forces non conservatives de travail Wpc.

Théoréme de I'énergie mécanique dans un référentiel 9%, galiléen | [Em]:’,’ =W

ou :Em = Ec + Ep est I'énergie mécanique du point matériel. Em est une fonction des coordonnées d'espace
et de leurs dérivées. Elle dépend du référentiel. Elle est définie & une constante additive prés.
Ec est I'énergie cinétique. (RY 4 c.nu-hs b L & coransn da Ep,

Ep correspond & la somme des énergies potentlelles associées a chaque force conservatlve

Théoréme de I'énergie mécanique sous forme infinitésimale, dans un référentiel R, gahleen dEm = §W,]
Em
Théoréme de la puissance mécanique dans un référentiel R galiléen : E X
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4.) Conservation de I'énergie mécanique

Propriété:  L'énergie mécanique se conserve si toutes les forces qui travaillent dérivent d'une énergie
potentielle. Elle est alors donnée par les conditions initiales.

g-_gt_g; encmel ) Jowr s |
Définition : - On appelle jintégrale gremlere du_mouvement toute quantité ne faisant intervenir que les
coordonnées de la position et la vitesse et qui se conserve au cours du mouvement.

La conservation de I'énergie mécanique est une intégrale premiére du mouvement
Remarque : L'énergie mécanique ne se conserve pas dans les cas ol il y a des frottements. Seule I'énergie
'totale se conserve : une partie de I'énergie mécanique aura été transformée en chaleur.
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6.) Exemple : Pendule simple
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1V Mouvements conservatifs & une dimension

1.) Puits et barriére de potentiel :

La conservation de I'énergie mécanique suffit a la mise en équation d'un mouvement ne possédant
qu'un seul degré de liberté (c'est-a-dire décrit par une seule coordonnée).

Exemple : Point M(m) se déplagant sans frottements selon un axe (Ox) horizontal, soumis a une force

-

F = Fé,. dérivant d'une énergie potentielle Ep(x).
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o Barri¢re de potentiel : La particule ne peut pas pénétrer dans la région [X;, x> ]
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2.) Condition d'équilibre et de stabilité o
) DINL St en equiiiore dans un 1erentic 1 *
o Ye 6"- 3‘ = ? z: = 3, - 31’(\{? 2 3, =! -) *
- - L - 2 -
LED Qg g . =5 £F =0 ER HIPE = e
S— =9 o z0o

- -3
= v = ok

- -)

—>¢ P zf_'i‘v Ve =O

Propriété : " dans un référentiel ng galiléen si la fésultante’des forces 'k
foutinstant et si la vitesse initiale est nulle?

Définitions :

- Un point M est en équilibre stable si la force qui apparait lorsqu'on I'écarte infiniment peu de sa position
d'équilibre tend a I'y ramener.

- Dans le cas contraire, I'équilibre est dit instable.

- Si aucune force n'apparait, I'équilibre est dit indifférent. Le point reste dans sa nouvelle position.

-

Exemple : Charriot glissant sans frottements sur des montagnes russes. i L 3 >
—\\\
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3.) Cas particulier )
Hypothése : PSiRENISOURIS R Toree = () Peonsevativep dérivant d'une énergie potentielle Ep(x),  *
se déplagant suivant un axe (Ox), IRSERNIASEHIETOS quitravailla.
Propriété :  Siun point E d'abscisse x = X est une position d'équilibre, alors

I'énergie potentielle Ep est extrémale en ce point : (d—dx—)(x =x,)=0

2
L'équilibre e$t SEEbIg si Ep est minimale : (d‘;;p )(x = x, ),

2
L'équilibre estinstablesi Ep est maximale : (dde;P )(x = x, &0

2

L'équilibre esqindifférent, si (ddezp ](x = x, | E0}
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4.) Définition générale de l'oscillateur harmonique
Définition : On appelle oscillateur harmomgu a une dimension tout systtme a un degré de liberté dont

I'équation du mouvement est de la forme : x+ o'x= 0 quelle que soit la nature physique de la variable x.

cillateiir hiarmonique pour de [igtitesiosGillations autour

Hypothése : Oscillateur 4 une dimension, dont la position est donnée par une seule coordonnée x, soumis a
une forcd F = F(x)é, conservative, dérivant d'une énergie potentielle Ep(x), F étant la seule force qui
travaille.

Soit x, correspondant a une position d'équilibre stable du systéme.

F . '

Y

Expression de I'énergie potentielle : /4
Développement limité de Ep(x) au second ordre, au vonsmage dex=Xe:

[

e e S————
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Gradient d'énergie potentielle. Lien avec une force conservative.

v

1.) Définitions :
¢ | IDERRTGNYL - SradietdelEnergienpotentielles Ep, noté gradEp, est le vecteur tel que la variation de Ep
:E lors d'un déplacement elememalre di secnw

* Rropriétd: Si une force conservative dérive d'une énergie potentielle Ep, on a alors : F = —gradEp

Remarque : Le yecteur grad Ep est drienté dans le sens ou Ep croit le plus rapidement.
dese € --.sf“d.ép o Y P
Joren COVAICA VT L Jw F df = -dP, => F:-srcsnl Ep
Yo dbpe §RUE. Bay fu=F. &

_ aé . "
” T T Mt

“S““ Ef A‘ %o

Gedo e Jam- s F(x)

d.e = ’r-.-. E'-dlsllsmd Co (0: 11 d.tll «©r &

® s Me'—l-d‘ N Quare qu-—c L= EP e

grcait p’ at _A.wwé-ccu X4 bp—u‘-«

o S¢ seo.e\ Ep == ot . afo = lgresot €, i 1l
om a alots dA€pamant . EP Pds Liemy dn giid b

M(X,y,2) — M(2edc, Y+Ay rrcd &)

a'.‘d. reval ¢
En coordonnées cartésiennes, on a Ep(x,y,z)
%*‘ Ladlﬂ'erenualledeEpest lagvariation élém eEpassomeeaun dé
¥ #
x* (35' drord €p A A OMA X & UWi1T Conitom™
a;.) X" -5 adnwie pouhels du Ep porn fcpper b ax .
e din'ne Epl'x, am Juppel om- 443,*. o s roamy .
Om BO0V(F VoA A UM I uatrment 3, i ot
=ore = 0y =g 2= o diz=g
z €
Apa 220 L. o, u, A 'ac,L
8,2 ‘2

dE, eny oh keru am yo-aomv veaiea cwm%@, ,(w\, N
em Jovnam' @ dUvn e dan veriabioms. i

En coordonnées cartésiennes, di = dx&, + dyé, + dzé,

—_— aE, dE
=—2 (1) =P 3
donc gradEp ax) €x + 3y é+ )xy é,
d.pno Sy -|
dff = § red Ep .dL

= §reek Cpx doe + Sred Epy d-g *wffzdé

o 1dunb e cb k)
srad Cpoc = 2')‘0‘

pastCry=32)o s
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Remarque : L'expression du gradient sera fournie dans les autres systémes de coordonnées.
En coordonnées cylindriques

En coordonnées sphériques

2.) Exemples
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V1. Méthode d'Euler appliquée a un oscillateur d'ordre 2

1.) Principe
Pour I'équation différentielle du pendule simple : awes
d?0  add g . :
2z T g TeSin@ =0  soit

ot
QR TG we =>¢-7_-?s-
é—-l-é'- -lqui‘_?-u&l‘b‘e
d? de
dok ’ ek‘l -ek
ok Exe - tr
=% Ok = Ok + dLo..k Cten - kk)
PyR
hz Pevi-Ek  * pow
Okar = 6k 16,
Albx _ e‘ke; -U.s‘
dk> bk -tk
= Jhn - G‘AQI\; @ ;
‘ 2

=% 6wau = Ok ¢ h(~2 ;w. ék —use intk)

g b Wt Puise

-6 ravt V¥

-0 ped A

Err 3 N4V

X ket 2 Kk 4 Vk

Ve =2 Vk ¢h &

Vg4 (-?-kn‘ we Vi = wo® sinxi )

\]

arzF (xg, vie) o - Thyiwe v - we 1»"'&‘(
Obtunusr A& pantir dal Yuis AJf -

g_.;.uw
+ Z{woi—z- + wy?sing = 0

Ly 3ome g‘m ggm%'
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2.) Mise en ceuvre o CRMA. LY ~a
Dans le script, O est noté x, @ est noté v.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

from scipy.integrate import odeint
from scipy import fftpack

Position

tmax =0.15

def ordre2_euler(w0, ksi, n):
k=0
h= tamane /n
o =4
V=0

000 002 004 006 008 010 012 014
Temps (s)

200 4 3

la..h.: i |
w-v=L) ; 911
W.x:=C)H

&ra“nr Cad e
&= ko E P i

x= x+ Nxv

V= V3N k(-~2aR s woe sw- Lua:l-*L]--uA
FE O §oNun oV pla ajjrcration €,x, v ..., ‘

leo.t . *Qn s L&) o.;ao 002 004 006 008 o.lxo 012 o014

@ —%. apramet (2¢) Temps (5

s - V. apcan o (V)

rebam ((.m-g’ Qes - ¢, Bisa ) -

Witesse

n=1000
les_t, les_x, les_v = ordre2_euler(316,0.095,n) #valeur des coefficients#

plt.plot(les_t, les_x) Evolution des énergies
plt.xlabel("Term?s ()" s000 ] —————F——————— Energie potenielle
plt.ylabel("Position") | ; —— Energie cinétique
plt.grid(True)

4000 {—

plt.figure()
plt.plot(les_t, les_v,) oL M- |
plt.xlabel("Temps (s)")
plt.ylabel("Vitesse")

plt.grid(True)

les_Ep = [0.5*x**2/1e-4 for x in les_x]
les_Ec=[0.5*v**2*0.1 for v in les_v] 1000 -—HHH-

!
plt.figure() E
plt.title("Evolution des énergies") oba 006 008 010 012 014
plt.plot(les_t, les_Ep,label="Energie potentielle" ) 8, 8 S Temps (s)
plt.xlabel("Temps (s)")
plt.ylabel("Energie")

plt.plot(les_t, les_Ec,label="Energie cinétique" )
plt.xlabel("Temps (s)")
plt.grid(True)
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1.00 1
plt.legend() s
##Résolution avec odeint .8
def F(z, ¥): 0.25
kyt, we = 6,695 | 3.6

X, V=3 FaPacred omdn CIT.

G=F —2k) Wo U~woe t.npg a(s) 025

nNEwen LV, ey,

=0.75 A

Ies t—np lmspace(O tmax 1000)

L M\ e Iar' fan
#sol donne un tableau numpy.

G!&.\AQ

0004 |-

-0.50 -

— . e &

-~ 0deint ordre 2
sem=s 0deint ordre 2 linéaire

0
- . f e

\'

|

0.02

0.04

0.06

#un element du tableau est formée d'une liste comprenant une posmon et une vitesse
#c'est la premiere colonne qui nous intéresse, on la recupere via la commande sol[:, 0]

def Fl(z, t):
Ko, we = 6.935_ 316
aou = T
Q2 c2hyi WeV =W ma 2 ’_“

I paun O pewrer gocillev-on)
reburm (Y.

soll = odeint(F1, (1,0), les_t)

plt.figure()
les_x =sol[:, 0]
plt.plot(les_t, les_x, 'r’, label = 'odeint ordre 2")

les_x1 =soll[:, 0]

plt. plot(les t, les_x1,'d', label = ‘odeint Qrdre 2 linéaire’)
plt.grid()

plt.legend()

plt.show()
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