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Produit scalaire w= k.i= ||k||. ||7||. cos a 
u.k=0 si m et k sont perpendiculaires. 

W=knü tel que : Produit vectoriel 
W est perpendiculaire au plan formé par k,i 
l|W|| =|7AD|| =|||. 3||. |sin a| 

(k,3, w) est un trièdre direct. 

si k et ö sont colinéaires 
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I Moment d'une force 
1.) Point matériel 

a) Moment au point A d'une force F appliquée au point M: 

b) Moment d'une force F appliquée au point M, par rapport à un axe A: 
Soit un axe A passant par A, de vecteur unitaire m: Définition: 

Propriétés : 

M,(�) = AMAË 

MA(F),k = k. M() 
MA(F) = M.(F),i =| M,(F) |. cos (k, M ) 

Ma(F) a même valeur en tout point del'axe A. 

A 

(D) 



Propriétés : Si (D) et (A) sont coplanaires, alors Ma(F)=0. 

1) Si D (droite support de F , passant par M). coupe A (passant par A, de vecteur unitaire m) en un point 1, 

alors Ma(F) = 0. 
2) Si (D) l (4), alors Ma (F) = 0. 

c) Application 
Propriété : MA(F) = td. F 
M,iF) (a ), 

où d est le bras de levier (distance à l'axe). 

(A) 

A 

A 

F 

F 

(D) 

M 

H 
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Ces résultats s'appliquent à une force quelconque en la décomposant en une force coplanaire et une force non 
coplanaire à A:F=Fp+i. On a alors Ma(F) = td.F. 



4 

a) Moments intérieurs et extérieurs 
2.) Système de points matériels Syst = (M, (m)} 

Moment résultant des forces intérieures au système Au point A : MAint = M, (iint) =0 
Moment résultant des forces extérieures au système au point A : MA ext =X; Maftext) 

2à 2; Art 

n S) 

b) Notion de couple 
Couple: Action menée sur un système, telle que la force résultante soit nulle:: 

Un couple ne déplace pas le centre d'inertie d'un système, mais tend à 
le faire tourner. 

protm 

-i, "3 ) 

A 



c) Liaison pivot : Mécanisme ne laissant à un solide qu'un seul degré de liberté en rotation autour d'un axe . 
On n'a donc pas de translation suivant A. 
Liaison pivot idéale : M(liaison) = 0. On néglige les frottements (en utilisant des roulements à bille ou à aiguille). 

II Moment cinétique 

1) Définition 
a) pour un point matériel 

E, (M/R) = AM A mi(M /R) 

coupe (AB) 

Moment cinétique au point A du point matériel M(m) de vitesse v(M /R) 

Propriété: 

Propriétés : 

stator 

Moment cinétique par rapport à l'axe A (passant par A, de-vecteur unitaire) ï : La (M/R) = L¡ (M).k 

La (M) a même valeur en tout point de l'axe A. 

Figure 19.7 - Schérna de principe d'une liaison pivot. 

A 

rotor 

Si D (droite support de m, passant par M ), passe par A, alors LA (M) = 0. 

b) pour un système de points matériels Syst = (M; (m)}: 

trait de coupe 
A 

SiD (droite support de d passant par M), coupe A (passant par A, de vecteur unitaire m ) 
ou si (D) // (A), c'est-à-dire si (D) et (A) sont coplanaires, alors LA (M) =0. 

B 
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a) pour un point matéricl M(m) 
2.) Théorème du moment cinétique 

Théorème du moment cinétique en un point fixe A, dans un référentiel SR galiléen 
dia(M/) 

dt At 

dt 

- M,(Ë) 

- AMamMR) 

Théorème du moment cinétique par rapport à un axe fixe A, dans un référentiel R galiléen 
dLa (M/R) où F est la résultante des forces appliquées dt = MA(Ë) 

où F est la résultante des forces appliquées 

b) pour un Systeme de points matériels Syst = (M (m) }: 

= MAext 
Théorème du moment cinétique en A point fixe, dans un référentiel SR galiléen 

dLASyst/R) (moment résultant des forces extérieures au système au point A) 

L/R).) 

R aol 

Théorème du moment cinétique par rapport à A axe fixe, dans un référentiel R galiléen 
AS2 = Maext (moment résultant des forces extérieures au système par rapport à l'axe) 

dt 



c) Application au pendule simple 

A(IA).FIF) 

MT OMAT& can 

mut cinlin 

3.) Solide en rotation autour d'un axe fixe A= (0z) 
a) Moment cinétique scalaire d'un solide 

La(S/R)=L{La(M) =Jw où JA = X; mËr est le moment d'inertie du solide par rapport à l'axe A 

L (M;/R). oM. npM; R) 

dahi 

X 

ca 

M(m) 

y 

M 

7 

4-(o)a de 



L lse/a)w 

dam ama 

Exemples: 

cylindre vide 
de rayon R 

mR2 

(0z) 

2R 

cylindre plein 
de rayon R 

1 

(0:) 

2R 

boule 

c) Application au pendule pesant 

de rayon R 
2 

(0:) 

2R 

weo 

barre 
de longueur L 

de nm 

1 

b) Théorème du moment cinétique pour un solide S en rotation autour d'un axe fixe 
Hypothèse : A axe fixe, dans un référentiel R galiléen dLa(S/R) = Maext dt 
où Maest est le mnoment résultant des forces extérieures au solide par rapport à l'axe 

La (S/R) =JAwet Ja =E;mri est le moment d'inertie du solide par rapport à l'axe A 

(Oz) 

L 

dt 



To 

(Epp 

E , ß) 

assinikeàpt alii 

equa d mut 

palata 
2 

Flgure 19.11 - ÉVolution temporelle de l'angle : en trait contiru noir, Iles 

mouverments sont pendulaires; en trait continu gris, il est révolutf. Les pointillés 
correspondent à la transition entre ces deux rég1mes. 
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III Approche énergétique des solides 
1) ThéorÁmes généraux 

Pour un système quelconque : 
Théorème de l'énergie cinétique dans R galiléen Théorème de la puissance cinétique 
Théorème de l'énergie mécanique dans R galiléen 

Théorème de la puissance mécanique 

Pour un solide : 

En (tz) En (t) =W (Fncint)+ W (Fncext) (Ënc forces non conservatives) 

2.) Energies 
a) Energie cinétique 

P int 

Pour un système de points 
Pour un solide en translation 

dans R galiléen 

W 

b) Energie potentielle de pesanteur 

dans R galiléen 

0 et Wint = 0 

E, (t,) - E, (t,) = W(Ënt) + W(Fxt) 
d P(Fint) + PFext) 

dt 

Pour un solide en rotation autour d'un axe fixe 

dEm p(Ênc int) + P(�nc ext) 

E,(Syst/R) =EmvË 
Ec (S/®) =;mv? 

b) Solide en rotation autour d'un axe fixe 
Théorème de la puissance cinétique: 

3.) Puissance des actions sur un solide 
a) Solide en translation Pext = Fext- üe 

dt 

Epp (S) = mgzç t cste 

E,(S /R) =Ja? 

dans R galiléen, dEc 
Ldt = Pext Maext- w 



V Script python : Pendule pesant. Non isochronisme des oscillations 
1.) Principe 

Pour léquation différentielle du pendule pesant en l'absence de frottements 
dt2 + wisin0 = 0 

tka-k 

2.) Mise en oeuvre 
## MC5 étude du pendule pesant: non isochronisme des oscillations 
## résolution par la méthode d'Euler 

#importation des bibliothèques 
import numpy as np 
import matplotlib.pyplot as plt 

w 

#définition de la fonction pendule pesant 
#on veut résoudre l'équation différentielle du pendule pesant en l'absence de frottements 
#t varie entre a et b 

#x=theta et v=x'=theta' 

#wo=sqrt(mgd/J)=lrad/s=omega 

def pendulepesant(a,b,xo, vo, omega,n): 

R-(b-a)/m 

t-t.l 

#tracé des courbes: 
e return(les_t,les_x,les_v) 

(w): 

plt.axis([0,15,-3,10) 

lspa(o, o) 

Variation de theta en fonction du temps pour différentes valeurs de thetao 
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plt.legend() 
plt.grid) 
plt.title("Variation de theta en fonction du temps pour différentes valeurs de (dthetawdt)0") 
plt.figure() 

#racer sur un nouveau graphe les courbes theta(t) superposées pour 10 valeurs de xo comprises 0 et 3 rad 

plt.axis([0,15,-3,4]) 
plt.legend() 
plt.grid) 

Conclusion: Tabouret d'inertie 

plt.title("Variation de theta en fonction du temps pour différentes valeurs de theta0") 
plt.show() 
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