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| Travail et puissance d'une force

1.) Définitions

Hypothése : point matériel M(m), soumis & la force F, de vitesse %, dans un référentiel R quelconque.

Définition :  Travail de F lorsque M se déplace de My(tr) & Ma(tz) : Wi, (F) = flylz F.dl
Travail élémentaire de F lorsque M se déplacede di: W = F.di
Puissance de F- P(F) =2 =F.3

P(F) > 0 Puissance matrice, ou travail moteur (= force motrice).
P(F) < 0 Puissance résistante, ou travail résistant (= force résistante).

2.) Exemples de forces qui ne travaillent pas




Il Théoréme de la puissance et de I'énergie cinétique

1.) Energie cinétigue :

Pour un point matériel M(m) de vitesse v, dans un référentiel R quelconque, on définit
I'énergie cinétique [Ec (M/R) =% m v(M/R)|

2.) Enoncé des théorémes

Hygoth,ése : point matériel M(m) soumis a la résultante des forces F, de vitesse ¥, dans un référentiel R
supposé galiléen.

Théoréme de I'énergie cinétique dans R g galiléen Wl_)z(ﬁ) = E.(t,) — E.(t;)
Théoreme de la puissance cinétique dans % g galiléen P(F) = %

Théoreme de I'énergie cinétique sous forme infinitésimale dans % g galiléen oW =dE,

démo : Travail de F lorsque M se déplace de My a M, :
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111 Energie potentielle et mécanique
1.) Energie potentielle

Hypothése : Point matériel M(m), soumis a une force F, dans un référentiel R quelcongue.

Propriété :  Si le travail de F lorsque M se déplace de Ms(t;) a Mj(t2) ne dépend pas du chemin suivi,
mais uniquement des positions initiales et finales, la force est dite conservative et le travail s'écrit sous la

forme : Wy (F) = fﬂzzﬁ.ﬁ = [—Ep]ﬁi sw = F.dl = —dEp)|

La fonction Ep est appelée Energie potentielle de M associée a F. Elle est définie a une constante
additive prés. C'est une fonction des coordonnées d'espace.

Le travail d'une force conservative le long d'un trajet donné est égal a la diminution d'énergie
potentielle. On dit que la force dérive d'une énergie potentielle.  Pour une trajectoire fermée, W = 0.

2.) Exemples




3.) Théoreme de I'énergie mécanigue

Hypothese : Point matériel M(m), soumis a la résultante des forces F= 17; + ﬁnc, dans un reférentiel R

supposé galiléen.

ol: - E. estlarésultante des forces conservatives, de travail W, dérivant de I'énergie potentielle totale Ep.
- ﬁnc est la résultante des forces non conservatives de travail Wiy..

Théoreme de I'énergie mécanique dans un référentiel 3, galiléen : [Em]%i = Wy

ou :Em = Ec + Ep est I'énergie mécanique du point matériel. Em est une fonction des coordonnées d'espace
et de leurs dérivées. Elle dépend du référentiel. Elle est définie & une constante additive pres.

Ec est I'énergie cinétique.

Ep correspond a la somme des énergies potentielles associées a chaque force conservative.

Théoreme de I'énergie mecanique sous forme infinitésimale, dans un référentiel % galiléen : | dEm = §W,

J . . . Y . o1z dEm
Théoreme de la puissance mécanique dans un référentiel %R galiléen : — = Puc

4.) Conservation de I'énergie mécanique

Propriéteé : L'énergie mécanique se conserve si toutes les forces qui travaillent dérivent d'une énergie
potentielle. Elle est alors donnée par les conditions initiales.

Définition:  On appelle intégrale premiére du mouvement toute quantité ne faisant intervenir que les
coordonnées de la position et la vitesse et qui se conserve au cours du mouvement.
La conservation de I'énergie mécanique est une intégrale premiere du mouvement

Remarque :  L'énergie mécanique ne se conserve pas dans les cas ou il y a des frottements. Seule I'énergie
totale se conserve : une partie de I'énergie mécanique aura été transformée en chaleur.




5.) Exemple : Distance d'arrét d'une luge

o |

(7=




6.) Exemple : Pendule simple

v
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IV Mouvements conservatifs & une dimension
1.) Puits et barriere de potentiel
La conservation de I'énergie mécanique suffit a la mise en équation d'un mouvement ne possedant
qu'un seul degré de liberté (c'est-a-dire décrit par une seule coordonnée).

Exemple : Point M(m) se déplacant sans frottements selon un axe (Ox) horizontal, soumis & une force
F= Feé,. dérivant d'une énergie potentielle Ep(x).

v

e Puits de potentiel : La particule est confinée dans la région [x1, X»]

\

A

v



e Barriere de potentiel : La particule ne peut pas pénétrer dans la région [x1, X» ]

A

2.) Condition d'équilibre et de stabilité
Définition : Un point M est en equilibre dans un référentiel si sa vitesse est nulle a tout instant.

Propriéte : ~ M(m) est en équilibre dans un référentiel R, galiléen si la résultante des forces F' est nulle a
tout instant et si la vitesse initiale est nulle.

Définitions :

- Un point M est en équilibre stable si la force qui apparait lorsqu'on I'écarte infiniment peu de sa position
d'équilibre tend a I'y ramener.

- Dans le cas contraire, I'équilibre est dit instable.

- Si aucune force n'apparait, I'équilibre est dit indifférent. Le point reste dans sa nouvelle position.

Exemple : Charriot glissant sans frottements sur des montagnes russes.

v
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3.) Cas particulier
Hypotheése : Point M soumis a une force F= F(x)é, conservative, dérivant d'une énergie potentielle Ep(x),
se déplagant suivant un axe (Ox), F étant la seule force qui travaille.

Propriété :  Si un point E d'abscisse X = X est une position d'équilibre, alors

I'énergie potentielle Ep est extrémale en ce point : [ddEJ(x =X,)=0
X

2

L'équilibre est stable si Ep est minimale : [d Epj(x =X,)>0

X2

2

L'équilibre est instable si Ep est maximale : [dd EZpJ(x =X,)<0
X

2

L'équilibre est indifférent. si [dd Ef’}(x —x,)=0
X
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4.) Définition générale de I'oscillateur harmonique

Définition : On appelle oscillateur harmonique a une dimension tout systéme a un degré de liberté dont

I'équation du mouvement est de la forme : x+®® x =0 quelle que soit la nature physique de la variable x.

Propriété : Un oscillateur se comporte comme un oscillateur harmonique pour de petites oscillations autour
d'une position d'équilibre stable.

Hypotheése : Oscillateur a une dimension, dont la position est donnée par une seule coordonnée x, soumis a
une force F = F(x)e, conservative, dérivant d'une énergie potentielle Ep(x), F étant la seule force qui
travaille.

Soit X, correspondant & une position d'équilibre stable du systéme.

Expression de I'énergie potentielle : A
Développement limité de Ep(x) au second ordre, au voisinage de X = X, :

Ep(x)zEp(Xe)"'(X—Xe)(dEj +(x—xe)2(d2EpJ
(X=Xg) (X:Xe)

dx 2 dx?

v
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5.) Anneau sur un guide circulaire

v

v
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V Gradient d'énergie potentielle. Lien avec une force conservative.

1.) Définitions

Définition : Le gradient de 1’énergie potentielle Ep, noté gradEp, est le vecteur tel que la variation de Ep
lors d'un déplacement élémentaire di s'écrit dEp = gradEp. dI.

Propriété : Si une force conservative dérive d'une énergie potentielle Ep, on a alors : F = —gradEp

Remarque : Le vecteur grad Ep est orienté dans le sens ou Ep croit le plus rapidement.

En coordonnées cartésiennes, on a Ep(x,y,z)
La différentielle de Ep est la variation élémentaire de Ep associée a un déplacement élémentaire du point M :
- _ _ % 3ty 2ty
dEp=Ep(x+dx, y+dy, z+dz)-Ep(x,y,z) dEp = " )y,z dx + 6y) . dy + 5 )x‘y dz

X,

En coordonnées cartésiennes, dl = dxé, + dyé, + dzé,
e dE dE dE

donc gradE =—”) é —”) e +—p) e

g P =)y, T oy xz 2 02 xy "




Remarque : L'expression du gradient sera fournie dans les autres systémes de coordonnées.

. o _ 0B, 5 1 aEp) N aEp) N
En coordonnées cylindriques gradEp = o )e’z er +-— y eg +—, iy e,

, , . _ aEp) > 16Ep) N 1 aEp) N
En coordonnées sphériques gradEp = o o e +-— ro eg +—— ), €y

2.) Exemples

15
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V1. Méthode d'Euler appliguée a un oscillateur d'ordre 2

1.) Principe
Pour I'équation différentielle du pendule simple :
a6 , adb | g . o .
F+;E+;sm9 =0 soit

d%e
dt?

+ 28wo 5 + wo?sing = 0
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2.) Mise en ceuvre

Dans le script, © est noté x, 6 est noté v. 1.00 1
import matplotlib.pyplot as plt 0751
import numpy as np 050 4

from scipy.integrate import odeint
from scipy import fftpack

0.25 A

Position

0.00

tmax = 0.15
—0.25 1
def ordre2_euler(wO, ksi, n): ~0.50 1
—0.75 A
0.60 0.(|)2 0.64 0.(|)6 0.63 0.|10 0.|12 0.|14
Temps (s)
200
100 4
g 09
g
—100 1
—200 +
0.60 0.62 0.64 0.66 0.68 O.IIO 0.|12 O.i4
Temps (s)
n =1000

les_t, les_x, les_v = ordre2_euler(316,0.095,n) #valeur des coefficients#
plt.plot(les_t, les_x)

Evolution des énergies

plt.xlabel("Temps (s)")
plt.ylabel("Position")
plt.grid(True)

5000 - —— Energie potentielle
Energie cinétique

4000 -
plt.figure()
plt.plot(les_t, les_v,)
plt.xlabel("Temps (s)")
plt.ylabel("Vitesse™)

plt.grid(True) 20007 (\

3000

Energie

les_Ep = [0.5*x**2/1e-4 for x in les_X]
les_Ec=[0.5*v**2*0.1 for v in les_v] 1000

plt.figure()
plt.title("Evolution des énergies™) . .

WP o S —

|
f\
\) \/n\/\/‘ >

T T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14

plt.plot(les_t, les_Ep,label="Energie potentielle™ ) Temps (s)
plt.xlabel("Temps (s)")
plt.ylabel("Energie")

plt.plot(les_t, les_Ec,label="Energie cinétique" )
plt.xlabel("Temps (s)")
plt.grid(True)
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—— odeint ordre 2 linéaire

plt.legend()

1.00 A —— odeint ordre 2
0.75 \

##Résolution avec odeint 0.50

def F(z, t): 0.25
0.00 ~

—0.25

—0.50 -

—0.75 A

les_t = np.linspace(0, tmax, 1000)
sol = odeint(F, (1,0), les_t)

#sol donne un tableau numpy.
#un element du tableau est formée d'une liste comprenant une position et une vitesse
#c'est la premiere colonne qui nous intéresse, on la recupere via la commande sol[:, 0]

def F1(z, t):

soll = odeint(F1, (1,0), les_t)

plt.figure()
les_x =sol[:, 0]
plt.plot(les_t, les_x, 'r', label = 'odeint ordre 2")

les_x1 =soll[:, 0]

plt.plot(les_t, les_x1, 'b', label ='odeint ordre 2 linéaire")
plt.grid()

plt.legend()

plt.show()



