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PROGRAMMES 21 et 22.

PROGRAMME 21 : du 23/03 au 27/03

Reprise du début des polynômes

Polynômes : fin

Dans tout le chapitre, K est égal à R ou C.

H Dérivation dans K[X] : Dérivée formelle d’un élément de K[X]. Pour K = R, lien avec la
dérivée de la fonction polynomiale. Linéarité de la dérivation, dérivée d’un produit. Dérivée
k-ième d’un monôme. Formule de Taylor. Caractérisation de la multiplicité par les dérivées
successives.

H Polynôme scindé sur K. Somme et produit des racines d’un polynôme scindé en fonction de
ses coefficients. Les autres fonctions symétriques élémentaires sont hors programme. Cas des
polynômes du second degré. Calcul de deux nombres connaissant leur somme et leur produit.

H Définition de polynômes irréductibles dansK[X]. Théorème de d’Alembert-Gauss. Irréductibles
de C[X]. Théorème de décomposition en facteurs irréductibles dans C[X]. Description des
irréductibles de R[X]. Théorème de décomposition en facteurs irréductibles dans R[X]. Deux
racines complexes conjuguées d’un polynôme de R[X] ont même multiplicité. Factorisation de
Xn − 1 dans C[X].

H Fonctions rationnelles : Définition, forme irréductible, degré d’une fonction rationnelle. Méthode
pour se ramener à une fonction rationnelle de degré < 0. Expression de la décomposition en
éléments simples sur C et R des fonctions rationnelles à pôles simples de degré < 0. Dans le
cas où le dénominateur possède une racine multiple ou un facteur irréductible de degré 2, la
forme cherchée doit être fournie.

Espaces vectoriels de dimension finie : le début

K est égal à R ou C.

Familles remarquables finies de vecteurs : famille génératrice, famille libre, famille liée. Toute fa-
mille finie de polynômes non nuls à coefficients dans K et de degrés échelonnés est libre (la famille
(P0, . . . , Pn) est dite de degrés échelonnés si deg(P0) < · · · < deg(Pn)).Corollaire : Toute famille de
polynômes non nuls, à degrés distincts 2 à 2, est libre.
Si (u1, . . . , un) est une famille libre d’un K-ev E et v /∈ Vect(u1, . . . , un) alors (u1, . . . , un, v) est libre.



Un énoncé au choix à demander

p Résultats sur le degré (degré d’une somme,
d’un produit).

p Théorème de la division euclidienne dans
K[X].

p Définition d’une racine d’un polynôme.
p Définition d’une racine d’ordre au moins r,

d’ordre r d’un polynôme non nul.
p Majoration du nombre de racines d’un po-

lynôme non nul (2 versions : avec et sans
multiplicité).

p Formule de Taylor.
p Caractérisation de la multiplicité à l’aide

des polynômes dérivés.
p Somme et produit des racines d’un poly-

nôme scindé.
p Théorème de d’Alembert-Gauss.
p Définition d’un polynôme irréductible. Cas

de R[X] et C[X].
p Factorisation de Xn − 1 dans C[X].
p Théorème de décomposition en éléments

simples sur K des fonctions rationnelles à
pôles simples de degré < 0.

p Définition d’une famille génératrice, d’une
famille libre dans un ev E.

Une question de savoir-faire

Une petite décomposition en éléments simples d’une fonction rationnelle à pôles simples sera deman-
dée.

Remarque aux colleurs : Ne pas donner d’exercice trop calculatoire.

Démonstrations

p Exercice fait en cours : Montrer qu’il n’existe pas de polynôme P ∈ R[X] tel que, pour tout
n ∈ N, P (n) = 3

√
n2 + 1.

p Exercice fait en cours : Soit Q ∈ R[X] tel que Q(X + 1) = Q(X). Montrer que Q est
constant.

p Montrer qu’une famille de polynômes non nuls, à degrés échelonnés, est libre.
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PROGRAMME 22 : du 30/03 au 03/04

Reprise des polynômes

Espaces vectoriels de dimension finie

K est égal à R ou C.
H Familles remarquables finies de vecteurs : famille génératrice, famille libre, famille liée. Toute

famille finie de polynômes non nuls à coefficients dans K et de degrés échelonnés est libre (la
famille (P0, . . . , Pn) est dite de degrés échelonnés si deg(P0) < · · · < deg(Pn)). Corollaire :
Toute famille de polynômes non nuls, à degrés distincts 2 à 2, est libre.
Si (u1, . . . , un) est une famille libre d’un K-ev E et v /∈ Vect(u1, . . . , un) alors (u1, . . . , un, v)
est libre.



H Base d’un ev. Une famille est une base d’un ev ssi tout vecteur de E s’écrit de manière unique
comme combinaison linéaire des vecteurs de la base. Coordonnées d’un vecteur dans une base.
Bases canoniques des espaces Kn, Kn[X] etMn,p(K).
Si (e1, . . . , ek, ek+1, . . . , en) est une base d’un K-espace vectoriel E alors Vect(e1, . . . , ek) et
Vect(ek+1, . . . , en) sont supplémentaires dans E.

H Applications linéaires et bases (dans le cas où l’espace de départ admet une base finie) : carac-
térisation de Im f (engendré par l’image d’une base), de l’injectivité, de la surjectivité, de la
bijectivité pour une application linéaire. Une application linéaire est entièrement caractérisée
par la connaissance de l’image d’une base.

H Un espace vectoriel de dimension finie est un espace admettant une famille génératrice finie.
Existence d’une base. Théorème de la base extraite, théorème de la base incomplète. Toute
famille libre a moins d’éléments que toute famille génératrice. Définition de la dimension d’un
espace vectoriel. Dimensions de Kn, Kn[X],Mn,p(K). Droites et plans vectoriels. Si E est di-
mension n et L est une famille de n vecteurs de E, alors L est une base de E si et seulement
si L est libre, si et seulement si L est génératrice de E.

H Matrice d’une famille de vecteurs (v1, . . . , vp) d’un K-ev E de dimension finie n dans une base
de E. Lorsque p = n, la famille est une base de E ssi la matrice est inversible.

H Relations entre les dimensions : Si F est un sous-espace d’un espace vectoriel E de dimension
finie alors F est de dimension finie et dim(F ) 6 dim(E). De plus, F = E si et seulement
si les deux dimensions sont égales. Existence d’un supplémentaire d’un sev d’un K-ev de di-
mension finie. Espaces isomorphes, caractérisation par la dimension. Sev supplémentaires : lien
entre les dimensions, base adaptée. Dimension de la somme de deux sous-espaces (formule de
Grassmann). Caractérisation des sev supplémentaires à l’aide des dimensions.

H Notion de rang :
Rang d’une famille finie de vecteurs (v1, . . . , vp) d’un K-espace vectoriel E de dimension quel-
conque. rg(v1, . . . , vp) 6 p et rg(v1, . . . , vp) = p ssi (v1, . . . , vp) est libre.
Si E est de dimension finie, rg(v1, . . . , vp) 6 dim(E) et rg(v1, . . . , vp) = dim(E) ssi (v1, . . . , vp)
est génératrice de E.
Définition du rang d’une application linéaire de E dans F . Si E est de dimension finie, rg(f) 6
dim(E) et rg(f) = dim(E) ssi f est injective. Si F est de dimension finie, rg(f) 6 dim(F ) et
rg(f) = dim(F ) ssi f est surjective. Si E et F ont même dimension finie alors une application
linéaire de E dans F est bijective si et seulement si elle est injective, si et seulement si elle
est surjective. Cas particulier des endomorphismes. Un endomorphisme d’un ev de dimension
finie est bijectif si et seulement si il est inversible à gauche pour ◦, si et seulement si il est
inversible à droite pour ◦. Théorème du rang. rg(g ◦ f) 6 min(rg(f), rg(g)). Invariance du rang
par composition à droite ou à gauche par un isomorphisme.

Remarque pour les colleurs : Les matrices d’applications linéaires seront vues dans le chapitre
suivant donc ne sont pas connues des étudiants pour l’instant.



Un énoncé au choix à demander

p Résultats sur le degré (degré d’une somme,
d’un produit).

p Théorème de la division euclidienne dans
K[X].

p Définition d’une racine d’un polynôme.
p Définition d’une racine d’ordre au moins r,

d’ordre r d’un polynôme non nul.
p Majoration du nombre de racines d’un po-

lynôme non nul (2 versions : avec et sans
multiplicité).

p Formule de Taylor.
p Caractérisation de la multiplicité à l’aide

des polynômes dérivés.
p Définition d’un polynôme scindé.
p Somme et produit des racines d’un poly-

nôme scindé.
p Théorème de d’Alembert-Gauss.
p Définition d’un polynôme irréductible. Cas

de R[X] et C[X].
p Factorisation de Xn − 1 dans C[X].
p Décomposition en éléments simples sur C et

R des fonctions rationnelles à pôles simples.
p Définition d’une famille génératrice, d’une

famille libre dans un ev E.

p Définition d’une base, coordonnées.

p Image d’une base par une application li-
néaire : résultats d’injectivité, surjectivité,
bijectivité.

p Définition de la dimension. Exemples de di-
mensions (ev usuels).

p Caractérisation d’une base d’un ev E de di-
mension finie n (3 énoncés équivalents : libre
à n vecteurs, génératrice à n vecteurs, la
matrice dans une base de E est inversible).

p Dimension d’une somme de sev.

p Caractérisation des sev supplémentaires en
dimension finie.

p Définition d’une matrice d’une famille de
vecteurs dans une base.

p Définition du rang d’une famille de vecteurs,
d’une application linéaire. Résultats d’in-
égalités et d’égalités sur le rang.

p Caractérisation des isomorphismes en di-
mension finie.

p Théorème du rang.

p Invariance du rang par composition à droite
ou à gauche par un isomorphisme.

Une question de savoir-faire

Une petite décomposition en éléments simples d’une fonction rationnelle à pôles simples sera deman-
dée.

Remarque aux colleurs : Ne pas donner d’exercice trop calculatoire.

Démonstrations

p Exercice fait en cours : Soit Q ∈ R[X] tel que Q(X + 1) = Q(X). Montrer que Q est
constant.

p Montrer qu’une famille de polynômes non nuls, à degrés échelonnés, est libre.
p Si A est triangulaire supérieure d’ordre n, inversible alors A−1 est triangulaire supérieure (on

utilise la fonction ϕ : E → E
M 7→ AM

où E est l’espace des matrices triangulaires supérieures

d’ordre n).


