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Chapitre 1.B. Premiéres fonctions usuelles.

1 Fonctions polynomiales

Par exemple, x — 422 — 522 + 7 est une fonction polynomiale *.

Plus généralement, on appelle fonction polynomiale réelle toute fonction de la forme

ou n € N et ol les a; sont des réels, appelés coeflicients.

On admet ? que "deux polynomes sont égaux si et seulement si ils ont mémes coefficients", c’est-a-dire :

(V;UGR, a0+a1x+a2$2+---+anx":b0+b1x+bgw2+---+bnm”)<:>

On dit quun réel X est racine de f(x) = ag + a1z + - - + apx™ si ag + e A + aA? + -+ + a, A" = 0

C’est équivalent a la possibilité de mettre (z — ) en facteur dans f(z), i.e. & :

A savoir faire : factorisation d’un polynéme de degré 3 a I’aide d’une racine évidente
Factoriser z3 — 222 — 5z + 6.
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Lorsque f est de la forme x — a1z + ag, il s’agit plus précisément d’une fonction affine.

2 Fonctions logarithme, exponentielle, puissances

2.a Fonction logarithme népérien
Définition :

On appelle logarithme népérien la fonction suivante :

Proposition :

e In est dérivable sur R%, et Vo € R, In'(z) =
o In(1) = 0.

e In est strictement croissante.

eVxel0,1], In(x) <0 ; Vzel]l,+o0f, In(z) > 0.

T .

Démonstration 2

1. notion différente de celle de polynome, qui est plus générale; c.f. second semestre.
2. provisoirement !



Proposition : Propriété fondamentale

Démonstration 3

Avant de transformer In(ab), assurez-vous que a et b sont strictement positifs (ils pourraient étre tous

les deux strictement négatifs, et alors la propriété est grossiérement fausse).
Corollaire :

e Va>0, In(1)=—In(a)

e Va>0,Vb>0, In(}) =In(a) — In(b)

e Va>0,VneZ, In(a") =nln(a)
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Proposition : Limites

. . Inz
¢ IHI-}I-IOQ Iz = e lim L. * ;lgq x—1
i | r—+oo I 1 (1—|—h>
nx = : _
i o limwnz= . }11%*“ T -

Graphe de In :

Définition :

On appelle logarithme décimal et on note log, la fonction définie sur R* par :

Inxz
108;10(37) = n10

On appelle logarithme en base 2 et on note log, la fonction définie sur R* par :

Inx
logy(7) = o




De maniére générale, on peut définir le logarithme en base t (avec ¢ > 0), il s’agit de la fonction In

multipliée par la constante

()’ On a donc des propriétés similaires a celles de In, en particulier
n
logy(1) = logy(1) = 0, log,(ab) = log,(a) + log;(b), pour a, b dans R ...

Par construction, log;; 10 = 1, logy(2) = 1, et, mieux : pour tout n € Z, log;o(10™) = n, log,(2") = n.

2.b Fonction exponentielle
Définition :

La fonction In est continue et strictement croissante sur I'intervalle RY .

D’aprés le théoréme de la bijection, elle réalise donc une bijection de R dans In(R%), i.e.
de R’ dans R.

Sa réciproque est appelée exponentielle et notée exp.

On a donc exp : R — R,

Conséquence fondamentale :
V>0, VyeR, y=Inz <= x=exp(y).

Les graphes de exp et In sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice :

Proposition :

e exp est dérivable sur R et Vo € R, exp’(x) = exp(z).
e exp(0) = 1.
e exp est strictement croissante.

eVre]|—00,0[, exp(x) <1l ; Vaze]l0,+oof, exp(z)> 1.
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Proposition :

(Propriété fondamentale)
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Corollaire :

e YVacR, exp(—a)= exlj(a)
_exp(a)
e V(a,b) € R% exp(a—b) = oxp(b)

e VaceR, VneZ, exp(na) = (exp(a))”.
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Proposition : Limites

e lim exp(x)= i exp(x) =
z—+Fo0 ° IETOO - o lim exp(z) — 1 _
o lim exp(z) = e lim wzexp(z)= 20 x

T——00

2.c Fonctions puissances
Définition :

Soit a € R. On définit la puissance a pour un réel strictement positif de la facon suivante :

Remarques :

e Sia=mn €N, on retrouve la notion de puissance connue.

e De méme si o € Z*

e Avec cette définition, la propriété de In vis-a-vis de la puissance se généralise au cas o € R :
Pour tout x > 0, In(z®) = aln(x).



Proposition :

Soient x et y des réels strictement positifs, a, 8 des réels.
o V=1 2l=2 o (290 =gf
o z0T8 = gagh o (zy)* =xY”
o z\*  z®
o 0P ="_ i - =
xh Yy y
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Proposition :

Pour tout o € R, I'application f,: o — 2 est dérivable sur R} et

Ve >0, fl(z)=az*"!

Démonstration 9

Allure des graphes :

Puissance % :

1
Pour n € N*, z» est noté {/x.

Comme pour tout z > 0, (J:%)” = (:c”)% = z, la fonction x — zw est en fait la bijection réciproque de

x — x™ (qui réalise une bijection de R* dans RY ).

Exemples : 22 = Jx, noté \/z.
¥ -



Prolongement de la fonction = — {/x :
e Par convention, pour tout n € N*, /0 = 0.

e Pour n impair (uniquement), la fonction f : z — x™ est bijective de R dans R (exo!).
La fonction z — {/z peut donc étre définie sur R comme réciproque de f : x — z™.
Par exemple, v/—8 =

Remarque : notation ¢* pour exp(z)
On pose e = exp(1) (environ 2,72), de sorte que
Alors, par définition de la puissance,
2.d Croissances comparées
Proposition :

Soient « et 8 deux réels tels que

8 ) ea
e lim (Inz) =0 e Ilim — = 100
T—+00 T r—+00 I
e lim 2%|/Inz|® =0 o lim |z|%e®® =0
z—0 T——00

3 Fonctions trigonométriques

3.a Définitions, propriétés de base

Le plan orienté est muni d’un repére orthonormé direct (O, 7, j ).

On note C le cercle de centre O et de rayon 1 (cercle trigonométrique).
Soit x € R et M le point du cercle tel que 'angle (7, 5?\7) vaut .
On a (en mesure algébrique) : cos(z) = OH, sin(z) = OK, tan(z) =AL (siz ¢ {5+kr /k e Z})

-
N

¥




Proposition :
o —1<cosz<1l et —1<sinzx<l1
e cos?z+sinfr=1

Démonstration 10

Les angles x et x + 27 correspondent au méme point M donc : sin, cos et tan sont

3.b Valeurs d’annulation, conditions d’égalité

Rappel : y = z[Q)] signifie :

e Valeurs d’annulation de cos :
cos(z) =0 <«—

—

Version plus concise : cos(x) = 0 <

e Valeurs d’annulation de sin :

sin(x) =0 <=

—

Version plus concise : sin(z) = 0 <=

e Valeurs d’annulation de tan :

e Conditions d’égalité :

COST = COSY <

tanx = tany <

CIN I
NIPANY,




R
NI




3.c Relations élémentaires
Sous réserve de définition :

cos(—x) =

sin(—x)

tan(—x) =

cos(m —x) =
sin(m — ) =

tan(m — x) =

cos(m+x) =
sin(m + ) =
tan(m + x) =

3.d Valeurs particuliéres a connaitre

NIV

cos(%

BN

sin(%

[\

cos(

SRR

sin(

T T T T

0 0 — - = —

6 4 3 2
sin 0
cosf
tan 6

3.e Dérivées et graphes
Proposition :
(Une limite de référence) lim sin(z) =1
z—0 x

+z)=
+1z) =

_):

NIV

N
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Proposition :

cos, sin, tan sont dérivables sur leurs domaines de définition respectifs et :
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Proposition :

(Parités et périodicités)

1
E g
-1
1
S R I
-1
1
-1

10




3.f Formules trigonométriques

(Sous réserve de définition - attention aux tangentes!)

Celles a connaitre par coeur

Formules d’addition

cos(a+b) =
cos(a —b) = tan(a +b) =
sin(a +b) =
sin(a—b) = tan(a — b) =

Formules de duplication
cos(2x) =

sin(2z) =

tan(2z) =
On tire des formules de cos(2x) les importantes formules de linéarisation suivantes :
cos?(z) =
sin?(r) =
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Celles a savoir retrouver

Transformation de produits en sommes

cos(a) cos(b) = % (cos(a + b) + cos(a — b))
sin(a) sin(b) = % (cos(a — b) — cos(a + b))
sin(a) cos(b) = % (sin(a + b) + sin(a — b))

Transformation de sommes en produits

cos(p) + cos(g) = 2cos <qu> cos <p2—q>

cos(p) —cos(q) = —2sin <p2+q> sin (p;q>
sin(p) +sin(g) = 2sin <p‘2“1> cos <p2—q>

sin(p) —sin(q) = 2cos (I);q> sin <p;q>

11
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Celles hors programme
Expressions en fonction de la tangente de ’arc moitié

x
En posant t = tan (5), sous réserve de définition,

tanx = i
1—t2
i 2t
sinz = 172
1—¢2
cosT =
Démonstration 15 1+
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