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Devoir maison 3.

À rendre le lundi 12 octobre 2026

Exercice

1◦) a) On peut écrire : S =
n∑

k=1

(
qk

(
k∑

i=1

1

))
=

n∑
k=1

(
k∑

i=1

qk × 1

)
=

n∑
k=1

(
k∑

i=1

qk

)
.

b) Échangeons les deux sommes :

S =
n∑

i=1

(
n∑

k=i

qk

)

=
n∑

i=1

(
n∑

k=0

qk −
i−1∑
k=0

qk

)

=
n∑

i=1

(
1− qn+1

1− q
− 1− qi

1− q

)
car q ̸= 1

=
n∑

i=1

qi − qn+1

1− q

=
1

1− q

n∑
i=1

(qi − qn+1)

=
1

1− q

(
n∑

i=1

qi −
n∑

i=1

qn+1

)

=
1

1− q

(
n∑

i=0

qi − q0 − nqn+1

)

=
1

1− q

(
1− qn+1

1− q
− 1 − nqn+1

)
car q ̸= 1

=
1− qn+1 − 1 + q − nqn+1(1− q)

(1− q)2

=
q − (n+ 1)qn+1 + nqn+2

(1− q)2
.

2◦) a) Soit n ∈ N. Écrivons la première relation au rang n+ 1 : an+2 = an+1 + bn+1.
Remplaçons bn+1 par son expression donnée par la deuxième relation : an+2 = an+1 − an +
3bn.
En�n, de la première relation au rang n on tire bn = an+1 − an, d'où :

an+2 = an+1 − an + 3(an+1 − an) = 4(an+1 − an)

b) Pour tout n ∈ N, on note P(n) la propriété : an = (n+ 2)2n.

• Initialisation
a0 = 2 et (0 + 2)20 = 2, donc P(0) est vraie.
a1 = a0 + b0 = 2 + 4 = 6 et (1 + 2)21 = 3.2 = 6, donc P(1) est vraie.
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• Hérédité
On suppose P(n) et P(n+ 1) vraies pour un n ∈ N �xé :
an = (n+ 2)2n et an+1 = (n+ 3)2n+1.

an+2 = 4(an+1 − an) = 4
(
(n+ 3)2n+1 − (n+ 2)2n

)
= 4× 2n (2(n+ 3)− (n+ 2))

= 2n+2(n+ 4).

Donc P(n+ 2) est vraie.

• Conclusion
On en déduit, par récurrence double, que pour tout n ∈ N, an = (n+ 2)2n .

c) Pour tout k ∈ N, on a bk = ak+1 − ak d'après la première relation. Donc on a une somme
télescopique :

Bn =
n∑

k=0

(ak+1 − ak)

= a1 − a0 + a2 − a1 + a3 − a2 + · · ·+ an − an−1 + an+1 − an

= an+1 − a0

Ainsi Bn = (n+ 3)2n+1 − 2 .

3◦) a) On a, pour tout n ∈ N,
bn = an+1 − an = (n+ 3)2n+1 − (n+ 2)2n = 2n(2n+ 6− n− 2) = (n+ 4)2n .

b) Pour tout n ∈ N, on a donc :

Bn =
n∑

k=0

(k + 4)2k

=
n∑

k=0

k2k + 4
n∑

k=0

2k

=
n∑

k=1

k2k + 4
1− 2n+1

1− 2
puisque 2 ̸= 1

=
2− (n+ 1)2n+1 + n2n+2

(1− 2)2
− 4(1− 2n+1) en utilisant la question 1 avec q = 2 ̸= 1

= 2− (n+ 1)2n+1 + 2n2n+1 − 4 + 4× 2n+1

= (n+ 3)2n+1 − 2
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