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Chapitre 1 : Fonctions usuelles(première partie)

Quantificateurs qui seront utilisés :

8 pour "quel que soit" 9 pour "il existe" 9! pour "il existe un unique"

Tableau des lettres grecques

alpha �

beta �

chi �

delta � �

epsilon �

phi � ou ' �

gamma 
 �

eta �

iota �

kappa �

lambda � �

mu �

nu �

pi � ou $ �

theta � ou # �

rho �

sigma � ou & �

tau �

upsilon � �

omega ! 


xi � �

psi  	

zeta �

1. 1 Équations et inéquations algébriques d’ordre 1 ou 2

Équations :

� Soit a 2 R� et b 2 R. L'�equation ax+ b = 0 d'inconnue x r�eel admet une solution unique x = � b
a
.

� Soit a 2 R�, et (b; c) 2 R2. Pour r�esoudre l'�equation ax2 + bx+ c = 0, on calcule le discriminant � = b2 � 4ac.

| si � > 0, alors l'�equation admet deux solutions r�eelles x1 =
�b�p�

2a
et x2 =

�b+p�
2a

.

| si � = 0 alors l'�equation admet une racine double x1 = x2 =
�b
2a

| si � < 0 alors l'�equation n'admet pas de racine r�eelle.

Inéquations :

� Soit a 2 R� et b 2 R alors :

| si a > 0, l'ensemble des solutions de l'in�equation ax+ b > 0 est l'intervalle ]� b

a
;+1[.

| si a < 0, l'ensemble des solutions de l'in�equation ax+ b > 0 est l'intervalle ]�1;� b
a
[.

� Soit a 2 R�, et (b; c) 2 R2. R�esoudre une in�equation du type ax2 + bx + c > 0 revient �a trouver le signe du

polynôme P (x) = a2 + bx + c. On calcule le discriminant � = b2 � 4ac et les racines x1 et x2 de l'�equation

P (x) = 0.

| si � > 0 alors P (x) est du signe de a lorsque x est �a l'ext�erieur des racines x1 et x2 et du signe oppos�e �a

l'int�erieur des racines. Il peut être pratique de faire un tableau de signes dans ce cas.

| si � 6 0 alors P (x) est du signe de a (et P (x) est �eventuellement nul si x est une racine double de P ).

1. 2 Fonctions usuelles (première partie)

1. 2. 1. Plan général d’une étude de fonction

Lorsqu'on �etudiera une fonction f , on adoptera en g�en�eral le plan suivant :

| recherche du domaine de d�e�nition (ou de l'ensemble de d�e�nition), not�e par exemple Df .

| Calcul de la d�eriv�ee, recherche de son signe (r�esoudre f 0(x) > 0 et pas seulement f 0(x) = 0).

| Tableau de variation (avec �eventuellement les limites aux bords)

| Trac�e du graphe � de f .

Rappels sur la dérivation

� Si f est d�erivable en a, alors la tangente �a � au point A(a; f(a)) est la droite d'�equation y = f(a)+f 0(a)(x�a)
� Pour tous � 2 R et f et g fonctions d�erivables : (f + g)0(x) = f 0(x) + g0(x) ; (�f)0(x) = �f 0(x)
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(f � g)0(x) = f 0(x)g(x) + f(x)g0(x) ;

�
f

g

�0
(x) =

f 0(x)g(x)� f(x)g0(x)
g2(x)

si g 6= 0

1. 2. 2. Fonction exponentielle

On admet qu'il existe une et une seule fonction v�eri�ant les crit�eres impos�es dans la d�e�nition suivante :

Définition 1 :
La fonction exponentielle, not�ee exp, est l'unique fonction d�e�nie sur R telle que :

exp(0) = 1 et 8x 2 R ; exp0(x) = exp(x)

Habituellement, on note exp(x) = ex.

Propriété 1 :

Pour toute fonction u d�erivable
�
eu(x)

�0
= u0(x)eu(x)

Propriété 2 :
Pour tous r�eels a, b, a1; a2; : : : ; an , et pour tout n entier relatif :

� ea+b = ea:eb � e�a = 1

ea
� ea�b = ea

eb� exp(a1 + a2 + � � �+ an) = exp(a1)� exp(a2)� � � � � exp(an)

� exp(n:a) = [exp(a)]
n

Cons�equence : pour tout x 2 R ; ex > 0

Propriété 3 :

� La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.

� lim
x!+1

ex = +1 et lim
x!�1

ex = 0

� lim
x!+1

exp(x)

x�
= +1 et lim

x!�1
jxj�: exp(x) = 0 pour tout r�eel � > 0 .

� lim
x!0

ex � 1

x
= 1

x �1 +1
+(ex)0

exp

0

+1

y = e
x

y = x+ 1

0 1�1�2

0

1

2

3

�1

ex = 1() x = 0 ; ex > 1() x > 0

Une �equation de la tangente �a la

courbe au point d'abscisse a = 0 est :

y = f(a) + f 0(a)(x� a) = x+ 1

Propriété 4 :

Pour tout r�eel x, on a ex > 1 + x.

D�emonstration : on dresse le tableau de variation de la fonction di��erence ' : x 7�! ex�1�x (�a faire et savoir faire)

1. 2. 3. Fonctions logarithmes

1. 2. 3. 1. Logarithme népérien (John Neper (1550-1617))

On admet qu'il existe une et une seule fonction v�eri�ant les crit�eres impos�es dans la d�e�nition suivante :
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Définition 2 :
La fonction logarithme n�ep�erien, not�ee ln, est l'unique fonction d�e�nie sur ]0;+1[ telle que :

ln(1) = 0 et 8x 2]0;+1[ ; ln0(x) =
1

x

On note aussi ln(x) =

Z x

1

1

t
dt. C'est l'unique primitive de x 7�! 1

x
qui s'annule en x = 1.

remarque

Pour trouver le domaine de d�e�nition d'une fonction du type ln(u(x)) , il faut rechercher les r�eels x tels que u(x)

existe et est strictement positif.

Propriété 5 :

� ln est d�erivable sur ]0;+1[ et 8x > 0 ; ln0(x) =
1

x

� Soit u une fonction d�erivable �a valeurs strictement positive : [ ln(u(x)) ]
0
=
u0(x)

u(x)

Propriété 6 :
Pour tous r�eels a, b, a1; a2; : : : ; an , strictement positifs et pour tout n entier relatif :

� ln( a b ) = ln(a) + ln(b) � ln(
1

a
) = � ln(a) � ln

�a
b

�
= ln(a)� ln(b)

� ln(a1:a2 : : : :an) = ln(a1) + ln(a2) + � � � + ln(an)

� ln(an) = n ln(a)

Propriété 7 :

� La fonction ln est strictement croissante sur ]0;+1[

� lim
x!+1

ln(x) = +1 et lim
x!0+

ln(x) = �1

� lim
x!+1

ln(x)

x�
= 0 et lim

x!0+
x�: ln(x) = 0 pour tout r�eel � > 0.

� lim
x!1

ln(x)

x� 1
= lim

u!0

ln(1 + u)

u
= 1

x 0 +1
+ln0(x)

ln

+1

�1

y = ln(x)

0 1 2 3 4

0

1

2

�1

�2

y = x� 1

Pour tout r�eel x strictement positif :

ln(x) = 0() x = 1

ln(x) > 0() x > 1

Une �equation de la tangente �a la

courbe au point d'abscisse a = 1 est :

y = f(a) + f 0(a)(x� a) = x� 1

Propriété 8 :
pour tout x > 0 et pour tout r�eel y on a y = ln(x)() x = ey.

La fonction logarithme n�ep�erien est la bijection r�eciproque de l'exponentielle.

Propriété 9 :

Pour tout r�eel x > �1, on a ln(1 + x) 6 x.

Se d�emontre avec le tableau de variation de la fonction di��erence  : x 7�! x� ln(1 + x) (�a faire et savoir faire)

1. 2. 3. 2. Logarithmes de base a, avec a = 2 ou a = 10
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Définition 3 :
Soit a un r�eel strictement positif et di��erent de 1. On appelle fonction logarithme de base a :

loga : ]0;+1[�! R; x 7�! loga(x) =
ln(x)

ln(a)

y = log
2
(x)

0 1 2 3 4

0

1

2

�1

�2

y = log
10
(x)

0 1 2 3 4

0

1

2

�1

�2

Propriété 10 :

� pour tout x > 0 et pour tout r�eel y on a y = log10(x)() x = 10y.

La fonction logarithme d�ecimale est la bijection r�eciproque de l'application x 7�! 10x.

� pour tout x > 0 et pour tout r�eel y on a y = log2(x)() x = 2y.

La fonction logarithme binaire est la bijection r�eciproque de l'application x 7�! 2x.

Toutes les propri�et�es des fonctions logarithmes de base a peuvent se d�eduire de ce qu'on sait d�ej�a sur le logarithme

n�ep�erien. par exemple :

Propriété 11 :

Pour tous r�eels x et y strictement positifs : loga(x y ) = loga(x) + loga(y)

1. 2. 4. Racine carrée
Définition 4 :

Pour tout r�eel x positif ou nul, on d�e�nit la racine carr�ee de x par y =
p
x = x

1
2 ()

8<
:

x = y2

et

y > 0

Propriété 12 :

� Racine carr�ee est d�erivable sur ]0;+1[ et 8x > 0 ;
�p
x
�0
=

1

2
p
x

� Pour toute fonction u d�erivable �a valeur dans ]0;+1[ ,
�p

u(x)
�0

=
u0(x)

2
p
u(x)

Propriété 13 :

Pour tout x 2 R, on a
p
x2 = jxj et, pour tout x > 0 on a (

p
x)

2
= x.

Pour tous a; b positifs ou nuls, on a
p
a 6

p
b() a 6 b

x 0 +1
+(

p
x)0

p
+1

0

y =
p
x

0 1 2 3 4

0

1

2

La fonction racine carr�ee n'est pas

d�erivable en 0. La courbe pr�esente �a

l'origine une demi-tangente verticale
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1. 2. 5. Fonctions puissances

On sait que, par convention, pour tout r�eel x, on a x0 = 1.

On sait que, pour tout r�eel x et pour tout entier naturel n > 0 , on a : xn = x� x� � � � � x| {z }
n fois x

On sait aussi que, pour tout r�eel x 6= 0 et pour tout entier relatif n < 0 , on a : xn =
1

x�n

On peut �etendre la d�e�nition de x� au cas o�u x > 0 et � 2 R en utilisant les fonctions exponentielle et logarithme :

Définition 5 :

Pour tout r�eel a strictement positif et pour tout r�eel b , on pose : ab = eb ln(a) = exp(b ln(a))

Le domaine de d�e�nition D vaut donc D = R si � 2 N, ou D = R
� si � 2 Z n N , ou D =]0;+1[ si � 2]0;+1[nN�

Propriété 14 :
Quels que soient les r�eels � et �, et les r�eel x et y dans D, on a :

� x�+� = x� � x� � x�� =
1

x�
� (x�)� =

�
x�
��

= x�� � (x� y)� = x� � y�

Propriété 15 :

� Les fonctions puissances : x 7�! x� sont d�erivables sur D et : (x�)
0
= �x��1

� Pour toute fonction d�erivable u �a valeurs dans D, on a [u(x)�]
0
= �u0(x) [u(x)]��1

y =
1

x2

0 1�1�2

0

1

2

3

�1

y =
1

x

0 1�1�2

0

1

2

�1

�2

y = x
2

0 1�1�2

0

1

2

3

�1

y = x
3

0 1�1�2

0

1

2

�1

�2

y =
p
x = x

1

2

0 1 2 3 4

0

1

2

3

�1

y = x

0 1�1�2

0

1

2

�1

�2

y = x
3

2

0 1 2

0

1

2

3

�1

1. 3 Inégalités dans R, valeur absolue

1. 3. 1. Ordre dans R

Définition 1 :
La relation 6 est dite relation d'ordre sur R car elle v�eri�e les crit�eres suivants :

� 8x 2 R ; x 6 x (la relation est dite r�e
exive)

� 8(x; y) 2 R2 ; x 6 y et y 6 x) x = y (la relation est dite antisym�etrique)

� 8(x; y; z) 2 R3 ; x 6 y et y 6 z ) x 6 z (la relation est dite transitive)
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Propriété 1 :
Pour tous r�eels x; y; z; x0; y0 on a

� x 6 y ) x+ z 6 y + z.

�
8<
:

x 6 y

et

x0 6 y0
) x+ x0 6 y + y0.

�
8<
:

x 6 y

et

0 6 z

) xz 6 yz.

� x 6 y ) �y 6 �x
� 0 < x 6 y ) 0 <

1

y
6

1

x

1. 3. 2. Parties majorées, minorées, bornées de R, maximum, minimum

Définition 2 :

| On appelle majorant d'une partie A � R, tout r�eel M v�eri�ant : 8x 2 A ; x 6M

| On dit qu'une partie A de R est major�ee si elle admet au moins un majorant.

| On appelle minorant d'une partie A � R, tout r�eel m v�eri�ant : 8x 2 A ; x >M

| On dit qu'une partie A de R est minor�ee si elle admet au moins un minorant.

| On dit qu'une partie A � R est born�ee si elle est major�ee et minor�ee.

| On dit qu'un r�eel x est maximum d'une partie A de R si x 2 A et x est un majorant de A

| On dit qu'un r�eel x est minimum d'une partie A de R si x 2 A et x est un minorant de A

Trouver une partie de R major�ee qui n'admet pas de maximum.

1. 3. 3. Valeur absolue d’un nombre réel

Définition 3 :

Pour tout r�eel x, on d�e�nit la valeur absolue de x par : jxj =
�
x si x > 0

�x si x < 0

Une autre d�e�nition possible est jxj = max(x;�x)

Propriété 2 :

| 8x 2 R ; jxj = 0 ) x = 0

| 8(x; y) 2 R2 ; jxyj = jxj:jyj
| 8(x; y) 2 R2 ; jx+ yj 6 jxj+ jyj (appel�ee "in�egalit�e triangulaire")

remarques :

� La distance entre deux r�eel x et y est donn�ee par : d(x; y) = jy � xj.
� on a �egalement 8(x; y) 2 R2 ; jjxj � jyjj 6 jx� yj
� Soit b > 0 et a un r�eel. On a les �equivalences : d(x; a) 6 b() jx� aj 6 b() a� b 6 x 6 a+ b (�gure ?)

1. 4 Trigonométrie

1. 4. 1. Cercle trigonométrique

On consid�ere le cercle � de centre O et de rayon 1, appel�e �egalement cercle trigonom�etrique.

Pour un point M quelconque sur ce cercle, on note � une mesure de l'angle (�!{ ;��!OM). Cet angle est d�e�ni modulo 2�,

c'est-�a-dire qu'en lui ajoutant 2k� (avec k 2 Z) on obtient une autre mesure du même angle.

On �ecrit (�!{ ;��!OM) = � [2�] ou (�!{ ;��!OM) � � [2�] (relation de congruence)
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Soit H le projet�e orthogonal de M sur (Ox) et K est le

projet�e orthogonal de M sur (Oy)

On d�e�nit OH = cos(�) ; OK = sin(�)

Lorsqu'on prolonge la droite (OM), celle ci rencontre (sauf

cas particulier) la tangente au cercle en A en un point L.

On d�e�nit tan(�) =
sin(�)

cos(�)
= AL

tan(�) et n'existe que si cos(�) 6= 0 soit � 6= �

2
+k� (k 2 Z)

AH

K
M L

x

y

�
1�1

1

�1

O

�

Remarques :

| D'apr�es le th�eor�eme de Pythagore, on a sin2(�) + cos2(�) = 1

On en d�eduit que 8� 2 R ; �1 6 cos(�) 6 1 et �1 6 sin(�) 6 1

| Param�etrisation du � : on peut d�ecrire le cercle trigonom�etrique comme �etant l'ensemble des points M de

coordonn�ees (cos(�); sin(�)) lorsque � varie dans [0; 2�] (ou dans tout autre intervalle d'amplitude 2�).

1. 4. 2. Formulaire

Principales valeurs

� 0 �
6

�
4

�
3

�
2

sin(�) 0 1
2

p
2
2

p
3
2 1

cos(�) 1
p
3
2

p
2
2

1
2 0

tan(�) 0
p
3
3 1

p
3 jj

Symétries

cos
�
x+

�

2

�
= � sin(x) ; cos (x+ �) = � cos(x) ; cos (�x) = cos(x)

cos
��
2
� x

�
= sin(x) ; cos(� � x) = � cos(x)

sin
�
x+

�

2

�
= cos(x) ; sin (x+ �) = � sin(x) ; sin (�x) = � sin(x)

sin
��
2
� x

�
= cos(x) ; sin(� � x) = sin(x)

Sommes
cos(a+ b) = cos(a) cos(b)� sin(a) sin(b)

cos(a� b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) tan(a+ b) =
tan(a) + tan(b)

1� tan(a) tan(b)

sin(a+ b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b) tan(a� b) = tan(a)� tan(b)

1 + tan(a) tan(b)
sin(a� b) = sin(a) cos(b)� cos(a) sin(b)

Angle double et demi-angle

cos(2x) = 2 cos2(x)� 1 = 1� 2 sin2(x) = cos2(x)� sin2(x) tan(2x) =
2 tan(x)

1� tan2(x)
cos2(x) =

1 + cos(2x)

2

sin(2x) = 2 sin(x) cos(x) sin2(x) =
1� cos(2x)

2

Produits ! sommes
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cos(a) cos(b) =
1

2
[cos(a+ b) + cos(a� b)] sin(a) sin(b) =

1

2
[cos(a� b)� cos(a+ b)] sin(a) cos(b) =

1

2
[sin(a+ b) + sin(a� b)]

8 O.Coutolleau
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justification géométrique de cos(a+ b) = � � � et sin(a+ b) = � � �

On note (�!e1 ;�!e2) la base canonique du plan.

On consid�ere le vecteur �!u = cos(a)�!e1 + sin(a)�!e2 tel que l'angle (�!e1 ;�!u ) � a [2�].

Soit �!v = � sin(a)�!e1 + cos(a)�!e2 , le vecteur unitaire tel que (�!u ;�!v ) � �

2
[2�].

On obtient ainsi une base orthonormale directe (�!u ;�!v ).
Le point M de coordonn�ees (cos(a+ b); sin(a+ b)) est tel que :��!
OM = cos(b)�!u + sin(b)�!v
= cos(b)(cos(a)�!e1 + sin(a)�!e2) + sin(b)(� sin(a)�!e1 + cos(a)�!e2)
= (cos(a) cos(b)� sin(a) sin(b))�!e1 + (sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b))�!e2
Par identi�cation des coordonn�ees, on en d�eduit les formules suivantes :

cos(a+ b) = cos(a) cos(b)� sin(a) sin(b) et sin(a+ b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

a

b

�!
u

�!
v

O cos(a+ b)

cos(b)

sin(b)

�!
e1

�!
e2 M

1. 4. 3. Fonctions circulaires

1. 4. 3. 1. Fonction sinus

Pour tout r�eel x, sin(x+ 2�) = sin(x). La fonction sinus est p�eriodique de p�eriode 2�, son graphe est invariant par

translation de vecteur 2��!{ .
Pour tout r�eel x, sin(�x) = � sin(x). La fonction sinus est impaire, son graphe est sym�etrique par rapport �a l'origine.

De ces deux propri�et�es, on en d�eduit qu'il su�t d'�etudier sinus sur l'intervalle [0; �].

Propriété 1 :

� La fonction sinus est d�erivable sur R et 8x 2 R; sin 0(x) = cos(x)

� Pour toute fonction u d�erivable, on a (sin(u(x)))
0
= u0(x) cos(u(x))

x 0 �

0sin0

sin

0

�

2

1

0

0 1 2 3 4 5�1�2

0

1

�1

�

2

3�

2

y = sin(x)

Propriété 2 :

Pour tout r�eel x, on a j sin(x)j 6 jxj.

On s�epare en deux cas (x < 0 et x > 0) et on �etudie ' : [0;+1[�! R ; x 7�! x� sin(x) (�a savoir)

1. 4. 3. 2. Fonction cosinus

Pour tout r�eel x, cos(x + 2�) = cos(x). La fonction cosinus est p�eriodique de p�eriode 2�, son graphe est invariant

par translation de vecteur 2��!{ .
Pour tout r�eel x, cos(�x) = cos(x). La fonction cosinus est paire, son graphe est sym�etrique par rapport �a l'axe (Oy).

De ces deux propri�et�es, on en d�eduit qu'il su�t d'�etudier cosinus sur l'intervalle [0; �].

Propriété 3 :

� La fonction cosinus est d�erivable sur R et 8x 2 R; cos 0(x) = � sin(x)

� Pour toute fonction u d�erivable, on a (cos(u(x)))
0
= �u0(x) sin(u(x))
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x 0 �

cos0

cos

0 0�
1

�1

0 1 2 3 4 5�1�2

0

1

�1

�
y = cos(x)

Dérivées de sinus et cosinus - démonstrations

1. Soit x 2]0; �2 [: Montrer que x cos(x) 6 sin(x) 6 x.

En d�eduire que lim
x!0+

sin(x)

x
= 1 puis que lim

x!0

sin(x)

x
= 1.

2. En remarquant que
cos(x)� 1

x
=

(cos(x)� 1)(cos(x) + 1)

x(cos(x) + 1)
, montrer que lim

x!0

cos(x)� 1

x
= 0.

3. La d�e�nition de la d�eriv�ee d'une fonction f en x0 est f
0(x0) = lim

x!x0

f(x)� f(x0)
x� x0 = lim

h!0

f(x0 + h)� f(x0)
h

Nous venons donc de montrer dans les questions 1. et 2. que sin0(0) = 1 et cos0(0) = 0.

Soit x0 2 R. Dans le cas de la fonction sinus, le taux d'accroissement en x0 vaut Tx0 =
sin(x0 + h)� sin(x0)

h

V�eri�er que Tx0 = sin(x0)
cos(h)� 1

h
+ cos(x0)

sin(h)

h
. En d�eduire que lim

h!0
Tx0 = cos(x0).

Nous venons donc de d�emontrer que la fonction sinus est d�erivable et que 8x0 2 R ; sin0(x0) = cos(x0).

4. Dans le cas de la fonction cosinus, le taux d'accroissement en x0 vaut Tx0 =
cos(x0 + h)� cos(x0)

h

V�eri�er que Tx0 = cos(x0)
cos(h)� 1

h
� sin(x0)

sin(h)

h
. En d�eduire que lim

h!0
Tx0 = � sin(x0).

Nous venons donc de d�emontrer que la fonction cosinus est d�erivable et que 8x0 2 R ; cos0(x0) = � sin(x0).

1. 4. 3. 3. Fonction tangente

Rappelons que tan(x) =
sin(x)

cos(x)
est d�e�ni pour tout x 2 D = R�

n�
2
+ k� = k 2 Z

o
.

On peut aussi �ecrire D =
[
k2Z

i
��
2
+ k�;

�

2
+ k�

h

Pour tout r�eel x 2 D, on a x+ � 2 D et tan(x+ �) = tan(x). La fonction tangente est p�eriodique de p�eriode �, son

graphe est invariant par translation de vecteur ��!{ .
Pour tout r�eel x 2 D, on a �x 2 D et tan(�x) = � tan(x). La fonction tangente est impaire, son graphe est sym�etrique

par rapport �a l'origine.

De ces deux propri�et�es, on en d�eduit qu'il su�t d'�etudier tangente sur l'intervalle
h
0;
�

2

h
.

Propriété 4 :

� La fonction tangente est d�erivable sur D et 8x 2 D; tan 0(x) = 1 + tan2(x) =
1

cos2(x)

� Pour u d�erivable �a valeurs dans D, (tan(u(x)))
0
= u0(x)

1

cos2(u(x))
= u0(x)

�
1 + tan2(u(x))

�

10 O.Coutolleau
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