PTSI 1 Feuille n° 1

2021-2022
Fonctions usuelles
Exponentielle, logarithme, puissance
1. On considére des fonctions f définies par leur expression analytique f(z) =
Effectuer I’étude la plus compléte possible de f.
_ —Z
(2) f telle que f(z) = ze 5 (d) f telle que f(z) = In(z® — z - 2) (g) f telle que f(z) =vVz2+z+1
T T T
b) f tell = = e —1
() ftelleque f(e) = =5 (o) f telle que f(z) = s (5) £ tele e f(z) = 5o}
z—2 3
(c) f telle que f(z) =In (m n 2) (f) f telle que f(z) = (2z° + 1)2 (i) f telle que f(z) =In(z + V22 + 1)

Inégalités dans R, équations, inéquations, valeur absolue

2. Résoudre les équations ou inéquations suivantes, d’inconnue z réel :

(@) 4—z|==z d) vVz+l=1z (g) |z — 6z + 4| < (G) z+3<Vz+5

z+5
(0) [ -3 =l () VI-zm=ferr () 2¥2< oW g 2!
(c) |z +2/+[3z—1|=4 (f) z|z| =3z +2 () 1+_>0 1) = <w+2
z+1 " 43
3. Résoudre les équations et inéquations, d’inconnue z € R :
(a) e** —3e* +2=0 (d) 2e** —e* >3
(b) e® —e®=2 (e) e —2e7" <1
(c) 2In(z) + In(2z — 1) = In(2z + 8) + 2In(z — 1) (f) In(z — 1) +In(z + 1) < 2In(z) — 1.

4. Soitz>0ety>0.
(a) Montrer que v/z +y < Vz + /¥y
(b) En déduire que si z > y alors vz — /y < VT — Yy
(c) En déduire que |vz — /3| < ]z — 9|
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5. Soient z et y deux réels tels que 0 < z < y. Montrer que z < it zty

<VeYy <
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Trigonomeétrie, fonctions circulaires

6. (a) Calculer T — 7, puis cos({5) , sin({5) et tan(J5).
(b

)
12
) Calculer tan( ) puis cos( ) et s1n(%)

) Montrer que : cos(p) + cos(g) = 2cos (E£2) cos (E52) et cos(p) — cos(q) = —2sin (E£?) sin (E59)
(b) Trouver des formules 51m11a1res pour sin(p) + sin(qg) et sin(p) — sin(q).
)

)

Soit z réel. On pose t = tan(z/2). Quels sont les réels z tels que ¢ existe ?

Montrer que cos(z) = 1—t2

1+e2
(c) Trouver des formules similaires exprimant sin(z) et tan(z) en fonction de ¢.

9. Résoudre graphiquement les inéquations cos(z) > % , sin(z) > —1et |tan(z) <1

10. Résoudre les équations ou inéquations suivantes, d’inconnue z réel :

(a) cos(2z) + cos(z) =0 (d) cos(3z) = sin(z) (g) 2sin(z) + sin(3z) =0
(b) sin(2z) + 3cos(z) =0 (e) cos(z) +sin(z) =1 +tan(z)  (h) 3tan(z) = 2cos(z)
(c) tan(2z) = 3tan(z) (f) sin(z) + sin(2z) =0 (i) cos(z) = V/3sin(z)
11. (a) Montrer que pour tout z €]0, 5[, tan(z) >z
(b) Etudier la fonction ¢ :]0, 2[— R ; = +— sinm(:v)
12. Montrer que |sin(nz)| < n|sin(z)| pour tous ¢ € Ret n € N.
2
13. (a) Montrer que pour tout z € [0, 5], sin(z) >z — %

(b) Montrer, sans nouvelle étude de fonction, que ce résultat est également valable pour z € [-7, 0]
14. Etudier la fonction h : z — cos®(z) + sin®(z).

15. BEtudier la fonction f : z — tan(2z) + tan(z).



