PTSI1

Correction du devoir maison n°11

Exercice 1

1. (a) |U, contient exactement n éléments, qui sont : 1,w,w? ... w" 1|

(b) w—1= e —1=cln <ei% - efi%) = 2isin <E) eln = 2sin <E) (7 15).
Euler n n

Commenz?),ze}o ;T[ etsm( )>0 D’ou :
n

n

|w— 1] = 2sin (z) et arg(w — 1) = T,z [27] |.
n n

(c) Soit pe N.On a: (wP)" = wP" = (W")P =1 car W" = 1.

wp—e 5 donc ona:wl=1<«<= Ik eZ, Qf;r

=2km < dk € Z, p = kn.

=1 si, et seulement si, p est un multiple de n |

n—1 n—1 n—1
2. (a) Soit p € N. Si wP =1, alors Zwkp = Z (WP)F = Z 1 =n. Sinon, on a :

k=0 k=0 k=0

n—1 n

1— (wP
zwkp =Y @ = o car @) =1
k=0
n—1 n—1

Finalement, Zwkp =nsiwP=1,et Zwkp =0siwP#1|

(b) Soit k € [0,n — 1]. D’apreés la formule du binome, | (1 + Wk = ( " ) WP |,

n—1 n—1 n n n—1
(c) Onendéduitquez 1+ wh) ZZ( )wkpzz<n>zwkp>
k=0 p

k=0 p=0 p=0

par interversion de l'ordre de sommation et par linéarité.

D’apres la question 1 (¢), w? =1 si, et seulement si, p est un multiple de n.

D’apres la question 2 (a), on a :

n n—1 n—1
Z " Zwkp: " X n 4+ " x n. D’oll Z(1+wk)":2n.
P ) k=o 0 n

p=0 k=0
—1n—1 ~1 _ -1 —1 -
3. (a) E w E w’ = E — ) W — 1.
;él wn:l - 1—w llnearlte 1—w 1 — w4
J=0k=j Jj=0 J=0 J=0 Jj=0
n—1 n—1n—1 n
E w’ =0 (somme des racines n-iémes de I'unité), donc g g Wk = 1
w —_—
J=0 J=0k=jy
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n—1ln—1 n—1 k n—1
4. Par interversion de l'odre de sommation, on a : Z Z Wk = Z Zwk = Z(k + 1)w®
=0 k=j k=0 j=0 k=0
n—1 n n )
D’ou Z(kz + 1wk = = — e i(7+3) , d’apres la question 1 (b).
Pt w—1 2sin (ﬁ)

Exercice 2 1.a. L’équation s’écrit, :
22 — 22 — 2sin®a + 2isinacosa =0  <— (z—ew‘) = €% 4 2sin? o — isin 2
. 2 .
= (z—ew‘) = cos2a + 2sin®a =1

Par conséquent |a = e™® et b= 1|
1.b. On en déduit que les solutions de I’équation sont celles des équations

z—e%=1 ou z—¢e%=-1

Ceci donnent les solutions : |z; = 1 + €' et 29 = —1 + i@
1.c. L’affixe du milieu est la demi-somme des racines
z1+ 22 ;
— eza
2

L’ensemble recherché est donc I'ensemble U des nombres complexes de module 1 |.

1o ia a 1o . i,
z17=€e“+1=2e2cos— et zg=e%—1=2ie2 sin—

‘ ’_2‘ Oé‘_z (67 Oée[ﬂ'ﬂ'[t N
21| = COS2 = COS2 CZ‘LI’2 59 (§) al‘g2’1—2.

On en déduit
Pour z5 cela dépend aussi de I'intervalle ou se trouve « :

TG . €]0, 7|

" 2sin% si a€l0,n () 5
29| = et |arg(zg) =
_2sinY s ae [—7, 0] a3 si a€[-m0[
2 2 ’
3.a
2 _— m si a€l0,nw
51 % = 5108, = 2(arg z; — arg zg) = 10, !
S22z 3 si a€[-m0f

Ceci montre que les points sont alignés; de maniere plus précise,

O appartient au segment S;.59 ‘
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3.b

La longueur du segment 5155 est :

28— 2Bl = (e + 1) — (e — 1)*| = |2 26| =4

La longueur est constante et vaut 4 ‘

3.c
L’affixe z du milieu du segment S1.55 est donnée par la formule :
L_AtE (@4 )P (e 1)

— — 1 QiOé
2 2 te

Si I désigne le point d’affixe 1, | ’'ensemble cherché est le cercle de centre I et de rayon 1|
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