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Devoir maison n°11
A rendre le jeudi 18 janvier 2024

Exercice 1 Soit un entier naturel n > 3 fixé. On note U,, 'ensemble des racines n-iémes
e 2im

de 'unité et on pose w =¢€ n .
1. (a) Donner, sans justifier, le nombre d’éléments de U, et ’expression de ces éléments en

fonction de w.
(b) Déterminer le module et un argument de w — 1.

(¢) Soit p € N. Montrer que w? € U, puis déterminer les valeurs de p telles que wP = 1.

n—1
2. (a) Soit p € N. Calculer Z w*P, en distinguant le cas ot w? = 1 du cas ot wP # 1.
k=0

(b) Pour k € [0,n — 1] fixé, développer (1 + wk)™.

n—1
(¢) Déduire des deux questions précédentes que Z(l + Wk )" =2n.
k=0
n—1n—1
3. (a) Calculer la somme triangulaire Z Z Wk
J=0 k=j
n—1
,q . k n o, , . s
(b) En déduire que Z(k: + 1w = 1 Ecrire le résultat précédent sous forme
w p—
k=0
trigonométrique.
Exercice 2 Soit av un nombre de l'intervalle [—7, 7w[. On considere I’équation (E)

d’inconnue z € C :

22 — 2e"% + 2isin ae'® = 0

1. (a) Ecrire cette équation sous la forme (z — u)? = v oil u et v sont des nombres

complexes dépendant de o que 'on donnera sous la forme trigonométrique.
(b) Résoudre I'équation (FE).

(c) On note z; et z9 les racines de cette équation, M; et Mj leurs images dans le plan.

Quel est 'ensemble décrit par le milieu du segment MMy quand « décrit [—m, 7|7
2. Déterminer le module et un argument de z; et zo quand « est différent de —m et de 0.
3. On pose 51 = 212 et so = 292. On appelle S; et Sy les points d’affixes respectives s; et ss.

(a) O désignant l'origine du plan complexe, montrer que les points Sy, S et O sont

alignés.
(b) Montrer que la longueur du segment 5152 est constante.

(¢) Quel est 'ensemble décrit par le milieu du segment 5152 quand « décrit [—m, +7[?
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