PTSI1

Correction du devoir maison n° 12

I. Convergence de la suite (uy,)
1. Pour n € N, on considére la propriété 2, : 70 < u, < up1q < 17.
— ug =0et uyp = fu(0) = e—a €]0,1] car a > 0. Donc 0 < ug < uy <1 et 2y est vraie.

— Supposons que 0 < uy, < upy1 <1 aunrang n € N (HR). La fonction f, est

croissante sur R, comme composée de fonctions croissantes, car a > 0. Donc on a :

fa(0) < falun) < fa(tns1) < fa(1) donc 0 < e < upy < upyo < 1 et la propriété

est vraie au rang n + 1.

Par récurrence, 2,, est vraie pour tout n € N et

‘ (uy,) est croissante & valeurs dans [0, 1] ‘

2. On en déduit que ‘ (uy,) converge vers un réel L(a) € [0,1] |, par le théoréeme de la limite

monotone et par passage a la limite.

fa est continue sur R, comme composée de fonctions qui le sont, et

Vn €N, upyp1 = fa(un)-

Donc L(a) = f,(L(a)) = ea(L(a) — 1) > 0 et par application de la fonction In on
obtient :

In(L(a)) = In(fo(L(a))) = a(L(a) — 1) et donc aL(a) —In(L(a)) —a = 0.

‘L(a) est une solution de (E) et le nombre 1 est une solution évidente de (E) ‘

I1. Nombre de solutions de (FE)

1. Soit € R. gq(x) = ax — In(x) — a existe ssi > 0. Donc | D = R} | De plus,

go est continue (et méme dérivable) sur D |, comme somme de fonctions qui le sont.

2. Ve eRY, gh(z)=a—2Letgi(z) >0 <= a>1 <« L <z caraz>0.

ga(xr) — 00, par opérations sur les limites.
xz—07F

_ Inz . . , .
En 400, go(z) =2 (a — T) —a —> 400, par croissance comparée et opérations sur

T—r—+00
les limites, car a > 0.

Ja (%) =1-+1Ina — a. D’ou le tableau de variation :

x 0 % —+00
a@| | - o+
+o0 +o00
Ja(x) T~ /
1+Ina—a
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3. Cas a = 1. En remplacant a par 1, on obtient le tableau de variation de g :

x 0 1 +00
g@ | | - o+
+00 +00
91() T~
0

D’apres ce tableau de variation, 1’équation ¢;(z) = 0 a pour unique solution 1.

Sia=1, (E) < gi(x) =0 et L(1) est solution de (E).

Donc ‘ (E) a pour unique solution 1 et L(1) =1 ‘

4. Cas a # 1. On suppose dans cette question que a # 1.

(a) D’apres le tableau de variation de g, Vo € R1\{1}, z —1In(z) — 1 > 0.

Donc, si a € Ri\{1}, alors a —In(a) —1 >0 et ‘ l+lna—a< O‘.

(b) g est continue, strictement décroissante sur ]0, %[ et strictement croissante sur
1

]é, 400 [ D’apres le théoreme de la bijection, g, réalise une bijection de ]0, 5[ sur

Iintervalle g, (}0, % D =|1 4+ Ina — a,+o0[ et g, réalise une bijection de }%, —i—oo[ sur
Iintervalle g, (] é, +00 D =]1 +Ina — a, 400 qui contient 0, d’apres la question

précédente.

Dans ce cas, I'équation g,(z) = 0, et donc | (E), admet exactement deux solutions‘ :

I'une, notée r(a), appartenant a ]O, % [ et autre appartenant a ] %, ~+00 [

I11. Evaluation de L(a) si 0 < a < 1. On suppose dans cette partie que 0 < a < 1.

1

1. On sait que (E) admet exactement une solution dans |0, < [, notée r(a).

Si0<a<1alors1e€]0,1[et1 estune solution de (E). Donc, dans ce cas, |r(a) = 1|

2. Un passage a la limite dans l'inégalité u, <1 donne L(a) < 1. Or 1 = r(a) est la plus
petite solution de (E) et L(a) est une solution de (E). Donc

siO<a<1a10rsL(a):1‘.

IV. Evaluation de L(a) si @ > 1. On suppose dans cette partie que a > 1.

1. (a) On sait que 7(a) € ]0,1[. Or @ > 1 entraine 2 < 1 donc |r(a) €]0,1[|.

r(a) est une solution de (E) donc ar(a) —a = In(r(a)).

En appliquant Pexponentielle, on a : | f5(r(a)) = e @7 = r(a) |,
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(b)

On procede par récurrence.
— r(a) > 0 et ug = 0 donc ug < r(a). La propriété est vraie au rang 0.
— Supposons que u, < r(a) & un rang n € N (HR).
En appliquant la fonction croissante f,, on obtient :
Unt1 = fa(un) < fo(r(a)) = r(a), d’apres la question précédente.

La propriété est vraie au rang n + 1.

Par récurrence,

Vn eN, u, <r(a) ‘

Par passage a la limite dans 'inégalité précédente, on obtient L(a) < r(a).

L(a) est une solution de (E) et r(a) est la plus petite solution de (E) donc

fa est dérivable sur R, par les théoremes généraux, et Va € R,
f(z) = aet(e—1) — afa(x) > 0.

a

1 1
fa est croissante sur R donc Vo € [O, E]’ |f(;(x)| =af.(z) <af, (5) = eaa_l.
. / 1 2 / a /
Par 'ILA.F. on a bien |Y(x,z') € |0,—| , |fa(z) — fa(x )‘ <— !x —x ‘ .
a e

a n
Montrons par récurrence que Vn € N, |u, — L(a)| < < a71> .
e

a \0
— ug =0 et L(a) = r(a) €]0,1] donc |ug — L(a)| < 1= < > )

eo—1
La propriété est vraie au rang 0.
— Supposons qu’elle soit vraie & un rang n € N (HR). D’apres I. 1. et IV. 1.(b) et

(c), 0 <y, < L(a) < 1. Done, d’apres IV. 1.(a) et 2.(a), on a:

a a \ntl
S e“—*l |un - L((Z)| (}%) <ea,1) ’

unt1 = L(a)| = | fa(un) — fa(L(a))

a e 7 .
car —— > 0. La propriété est vraie au rang n + 1.
e

n
Par récurrence, |Vn € N, |u,, — L(a)| < < :2) .
e

a
— = em@=2+1 Or Ina — a + 1 < 0 pour tout a > 0 d’apres 4.(a), d’on
e
a a \"
0<—<1.Donc< > — 0|
ea—1 eo—1 n——400
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(d) def limite(a,k):

a=abs(a)
k=int (k)
if a<=1:
...... u=1
else
...... u=0
...... n=0

...... while (a/exp(a-1))**n>(1/10%xk):
......... u=exp(ax(u-1))

......... n=n+1

return u
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