PTSI1

Correction du concours blanc n°1
Partie 2

Exercice 1 (4 points) : 1) 0.52) 1 +13) 1.5

1 + cos(2k0)

1. Soient 8 € R et kK € N. cosQ(k‘H) = 5

2. Soient 0 € R\{km, k € Z} et n € N*.

(a) 20 = 1 «— 20 = 2k, k€7 0=knr, kecZ Donce?? #£1 et

n _ 2i(n+1)0
: 1—e
_ 2i0\k _

Sn—kzo(el)_ 1 _ o2i0
En factorisant par ’angle de moitié, on obtient :
o _ (efi(nJrl)G _ ei(n+1)9) ei(n+1)9 B —2isin((n+ 1)9)€in9

" (e710 — elf) elf Euler —2isin(0) '

3 1)0) ; 31 1)0

Donc Sn:%emg,avec)\:% eRet a=nb €R.

n

= 1 2 1 — 1 —
(b) g cos® (k) = E M = = E 1+§ E cos(2k0).

. linéarité 2
k=0

i l=n+1let icos@kzﬂ) — Re (i(em)k> _ sin((n + 1)6) cos(n&)'

P o oivre —o 2.(a) 5111(9)

Donc ZCOSQ(]{ZH) =
k=0

n+1 sin((n + 1)0)cos(nh)
2 * 2sin(0)

3. Si @ =7/9 et n =4, on obtient :

2 z) o (2m o (3T o (4m\ _ 5  sin(57/9) cos(4m/9)
1 + cos (9 + cos <9>—|—cos <9>—|—C05 (9 —2—1— QSin(ﬂ/Q) .

sin (5 )eos (5) =3 [ (G + 5 ) +sin (G = )| = 5 st +5in (5]

Comme sin(7) =0, on a :

1+COSz(E>+COSQ 2—7T + cos? 3—7T + cos? 4_7T —§+M_§+l
9 9 9 9 ) 2 d4sin(x/9) 2 4

2 3 4 11
Donc, |1 + cos? <g> —{—0052 (g) —{—0052 (g) + cos? (g) = Z .
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Exercice 2 (7 points) 1) 12) 1.5 3) 1.54) 1.5 5) 1.5

Le plan est muni d’un repere orthonormé direct.

z—443i
P C 2_. =
our z € C\{2 —1i}, on pose f(2) o
V2 :y/2
L fe 5)_2—&—4+$_—Q—m_1+i_1—i_V§(7—“7>_wiiﬂ4
‘ V= —4 B 2 — 2

1—i 2 .
Donc | f(2 — 51) = 5 L= %e_m/‘l .

2. Soit w € C fixé. Pour z € C\{2 — i}, on a :

z—4+4 31

f2)=w<—= o Y = 2—4+3i = 2w+ (—2+H)w <= 2(1—w) = 4-3i+(—2+i)w.
z—2+1

4-3i+ (—2+i)w
1—w i

Siw # 1, I'équation f(z) = w admet pour unique solution zy =

‘Si w = 1, équation f(z) = w n’admet pas de solution |, car

43+ (=2 +i)w=2—2i £0.

3. Soit z € C\{2—1i}. On a :

z—4+4 3i

2+_,::z¢:>z—4+3i:z2+(—2+nz¢:¢z2+(—3+nz+4—3rzo,
z — 1

f(z)=2z<=

qui est une équation du second degré de discriminant
A = (=3 +1)? — 4(4 — 3i) = —8 + 6i.
On cherche § =z + iy, z,y € R, tel que

=A== 2y = 6 =<y =9

22 +y? = J/(-8)2+62=10 xy = 3>0

Donc 6 = 1 + 3i convient et les solutions de I’équation f(z) = z sont

3-1i-1-3i 3_i+1+3i
a:——iE——i:1—2mt@:——i%—ii:2+i,

qui sont les affixes des seuls points du plan invariants par f.
4. Soit z € C\{2 —i}.

Correction géométrique :
|z — 4+ 3i]
=l —r
B(2—1) et M(z)

=1<=|z—24|=|2— 2| <= AM = BM ou A(4 — 3i,
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Donc ‘ E est la médiatrice du segment [AB] |, qui ne contient pas le point B évidemment.

Correction analytique :
|z — 4+ 3i]
=l ——"-—
car tout est positif. Donc

=l<=|z—4+3i* =]z -2+i],

1f(2)] = 1 <= (2—4-31)(2—443i) = (2—2—1)(2—2+i) <= —2(2+%)—2i(2—%)+20 = 0

En posant z = z + iy, (z,y) € R2\{(0,2)}, ona |f(z)|]=1<=2—-y—-5=0

On vérifie que z = 2 — i n’est pas solution

Donc ‘E est la droite d’équation x —y — 5 = O‘

Soit z € C\{2 —i}.

Z—ZA . —_—
zZ — ZB

Correction géométrique : f(2) € iR <=
ou A(4 —3i, B(2—1) et M(z)

‘F est le cercle de diametre [AB], privé du point B‘

— 44+ 3i — 44 3i
Correction analytique : f(z) € iR < <Z 2:__ _1> S T+ ol
z—2+41

F(2) € 1R = (F—4—3i)(2—2+i) = (4—3i—2)(F—2—1i) <= 2:7—6(2+7)—4i(2—F)+11 = 0.
En posant z = z + iy, (z,y) € R*\{(0,2)}, on a :
f(z) iR = (2?+y?)—6r+4y+11=0

— (-3 4+ y+22=9+4—-11=2.

Or x = 2,y = —1 est solution de cette équation donc

F est le cercle de centre Q (3 — 2i) de rayon r = V2, privé du point B d’affixe 2 —i|.

Exercice 3 (9 points) 1) 1 + 0.5 + 0.5 2) 0.5 + 0.5 + 1.5 + 1.5 + 0.5 3) 0.5 + 0.5 + 0.5 + 1

1. (a) Par le calcul on trouve que U? = U. Démontrons que Vk € N*, Uk =U.

La propriété est vraie au rang 1 et si U¥ = U & un rang k € N* (HR), alors on a :

Uktl = UFU = UU = U? = U et la propriété est vraie au rang k + 1.

Par récurrence, on a | U* = U pour tout k € N*|.

Cette égalité est fausse pour k = O‘ car U = I3 # U.
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(b) I3 et U commutent donc, par la formule du binéme, on a :

YneN, (Is+U)" =) (Z) kUt
k=0

(¢) Soit n € N*. (I3 + U)" :I;;%—i <Z>U213+ (Zn: (Z)) U.

k=1

Z(Z) :2”—1etAz[g—i—Udonc‘A":Ig—i—)\nU,avec)\n:Q”—l.
k=1

Mo =0 et A = I3 donc ‘ la formule est encore vraie pour n =0 |.

2. (a) Par le calcul on trouve que ‘ A2 =3A-2I3 ‘

1 3 1 3
D A(—=A+=-3) = (—=A+ =13)A = 1Is.
(b) Donc A(~3A+31) = (~2 A+ SE)A = Iy
1 1
- —= 0
. . . 1 1 3 2 2
Donc | A est inversible d’inverse A :—§A—|—§I3: 0 1 0
0 0 1

(c) Démontrons cette propriété par récurrence sur n € N.
— A% = agA + bl ot ag = 0 et by = 1. La propriété est vraie au rang 0.
— Supposons qu'il existe deux réels a,, et b, tels que A™ = a, A + b,I5. (HR)

AL = AA" = A(anA -+ bols) = anA2 + by ALy = an(3A — 2I3) + by A.
(HR) 2.(a)

Donc A" = a, (1A + by 113 avec api1 = 3a, + by et byp1 = —2a, et la

propriété est vraie au rang n + 1.

Par récurrence, |Vn € N, 3(an, b,) € R?, A" = a, A+ b, I3 |.

(d) Soit n € N. D’apres ce qui précede, on a les relations a,,+1 = 3a, + b, et

bn+1 = —2an .

Remplacons n par n + 1 dans la premiere relation : a,+2 = 3ap41 + bpr1. Avec la

deuxieme relation on obtient alors |a,190 = 3an1+1 — 2an, |

(a,) est une SRL2 d’équation caractéristique ¢ — 3¢ + 2 = 0, de racines évidentes

q=1et qgo=2.
Donc il existe (C1,C2) € R? tel que ¥n €N, a, = C; x 1" + Cy x 2" = C; + 2"Cs.

De plus, ag =0, a1 =3ag +bp =3 x0+1=1et
ag =20 Ci+Cy=0 Ch=-1
<~

<~
ar =1 Chi+205,=1 Cy=1
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Donc |Vn € N, a, =2" — 1|

Sin >0, byy1 = —2a, doncsin>1, b, = —2a, 1 =-22"1—-1)=-2"+2 ce

qui est encore vrai pour n = 0.

Donc‘VnGN, bn:2—2”‘.

AT = (20 — 1)A+ (2— 2V)]; =

2x2"m—2 2" —1 0 2-2" 0 0
0 2" —1 0 + 0 2-—2" 0
0 0 2" —1 0 0 2—2"
2m 2 —1 0
Donc |Vn e N, A" = | 0 1 0 | et pour n = —1 on retrouve bien A7 |.
0 0 1

Par le calcul, on trouve | P2 = I3 |. Donc ‘ P est inversible d’inverse P~! = P|.

Par le calcul, on trouve | PDP = A|.

D est une matrice diagonale inversible car ses coefficients diagonaux sont non nuls.

On en déduit que ‘ A est inversible|, comme produit de matrices inversibles, et on a :

AL = pip-lpL = pplp|

Démontrons d’abord cette propriété par récurrence sur N.
— A% = I3 et PDYP = PI3P = P? = I3 donc la propriété est vraie au rang 0.
— Supposons que A" = PD™P a un rang n € N (HR). Donc

ATl = AnA (;{) PD"PPDP = PD"I3DP = PD" 1P et la propriété est vraie

au rang n + 1.
Par récurrence, Vn € N, A" = PD"P.

SineN*, A" = (A") ! = (PD"P)"! = P'D™"P~!1 = PD"P.

Finalement,

pour tout n € Z, A" = PD"P ‘ et on a :

1 1 0 2 0 0 1 0 2n 2n—-1 0
A"=PD"P=1[0 -1 0 0 1 0 0 -1 0l=|]0 1 0
0 0 1 0 01 0 0 1 0 0 1
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