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Exercice 1 Polynômes de Tchebychev

Soit (Pn)n∈N, la suite de polynômes de R[X] définie par















P0 = 1,

P1 = X,

Pn+2 = 2XPn+1 − Pn, ∀n ∈ N.

1. Déterminer P2 et P3.

2. Démontrer par récurrence que ∀n ∈ N, ∀θ ∈ R, Pn(cos θ) = cos(nθ) (⋆).

Indication : On pourra utiliser la formule 2 cos p cos q = cos(p + q) + cos(p− q)

3. Montrer que (Pn)n∈N est l’unique suite de polynômes de R[X] vérifiant la relation (⋆).

Indication : On pourra démontrer que : ∀n ∈ N,∀θ ∈ R

Pn+2(cos θ) + Pn(cos θ) = 2 cos θPn+1(cos θ)

puis déterminer le nombre de racines du polynôme Pn+2 + Pn − 2XPn+1

4. Déterminer le degré et le coefficient dominant de Pn pour tout n ∈ N.

5. Déterminer les racines de Pn dans R.

6. En déduire l’expression factorisée de Pn dans R[X].

Vérifier que l’on retrouve ainsi P2 et P3.

Exercice 2 Pour tout entier n ≥ 2, on considère le polynôme Pn = (X + 1)n − 1.

1. Déterminer les racines de Pn dans C, puis factoriser Pn dans C[X].

2. Montrer qu’il existe un polynôme Qn ∈ R[X] tel que Pn = XQn.

On écrira Qn sous forme développée et factorisée.

3. En évaluant Qn(0) de deux façons différentes, calculer le produit
n−1
∏

k=1

sin

(

kπ

n

)

.
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