PTSI1 TD 14

Correction de ’exercice 7

1. Corrigé en cours.

2. Soit P = X% +2X3 +7X? 4+ 8X + 12. On cherche y € R tel que :

Piy) =0 <= (iy)* +2(iy)* + 7(iy)* + 8(iy) + 12 =0
— -2y —Ty? +8iy+12=0

4 2
—Ty* +12=0
— Y Y .
—2y° +8y =0

De plus, —2y° +8y =0 <= 2y(4 —¢y*) =0 <= (y=0ouy = —2ouy = 2).
Comme —2 et 2 sont aussi des solutions de y* — 7y? + 12 = 0, on a : P(—2i) = P(2i) = 0.

Donc P est divisible par (X — 2i)(X + 2i) = X? 4 4. En effectuant la division
euclidienne de P par X2 + 4, on obtient P = (X2 4 4)(X?% + 2X + 3).

Q = X% +2X + 3 est de degré deux, de discriminant A = —8 et de racines
z21=—-1-1V2et 20 = -1 +1V2.

Dans C[X], P = (X — 2i)(X +2))(X + 1 +ivV2)(X +1—iv2) |

Dans R[X], P = (X2 +4)(X? 42X + 3),| produit d’irréductibles de R[X].

3. Soit P=X*—-5X%+4X2+3X+9.0naP(3)=0et P =4X% - 15X% +8X +3.
P'(3) =0et P" =12X% — 30X + 8. P"(3) # 0 donc 3 est racine double de P.

Donc P est divisible par (X — 3)? = X? — 6X + 9. En effectuant la division euclidienne
de P par X2 —6X + 9, on obtient P = (X2 — 6X + 9)(X? + X + 1).

Q = X% + X 41 est de degré deux, de discriminant A = —3 et de racines

_ 1 _ /3 _ 1, /3
21=—5—1%5 et zp = —5 +15.

Dans C[X], P = (X — 3)? <X+%+i§> (X+§—i§).

Dans R[X], P = (X — 3)%(X? + X + 1), | produit d’irréductibles de R[X].
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4. SoitneNet P=X?"+X"+1.Pour 2€C, on a:

u?+u+1=0

n

P(z)=0 <= {

U=z

_i2m i2km 2
z=-¢ 'sng' n ouz:e13ne n k:e[[ n—l]]

.27 (3k—1) .27 (3k+1)
z=¢" 3  ouz==¢e o ,k:G[[O,n—l]].

n—1 n—1
27 (3k—1) 27 (3k+1)
Dans(C[X],PzH(X—e 3n )H(X—e 3n )
k=0 k=0
{2n(3k+1) {2m(3k+1) (95— 2rBk+1) {27(3(n—k)—1)
Pour tout k € [[0 n ]] e 3 =e¢ ' am = el< T 3n ) =e 3n .
n—l 2r(3k—1) n 2 (3( )-1) n 2 (3k+1)
T w(3(n— j T
Donc <X—e 3n_) = (X—e ) _ ok ot
11 | = I
k=0 7=1 k:l
n 27 (3k+1) n-l 27 (3k+1)
P = H <X — el 3n > H (X — el 3n )
k=1 k=0
- n—1 [E—
27w (3n+1) 27r(3><0+1) 27'r(3k+1) 27 (3k+1)
= <X—e 3n ><X— > < —e 3n ><X—e 3n >
k=1
n-l 2 (3k+1) [ 2m(3h+1)
= < 3n > (X — e 3n )
k=0
27'r(3n+1) 27\' 27r(3><0+1)
car e 3n = e 3n — e 3n
27 (3k+1) .27 (3k+1) , 27r(3k+1) 27 (3k+1)
Comme(X—e 3n )(X—el 3n ):X2—2Re< 3n >X+‘e 3n ,on
a:
n—1
2m(3k + 1
dans]R[X],P:H X2 — 2cos n@Bk+1) X+1)|
fair 3n
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