PTSI1 Chapitre 16

Géométrie dans I’espace

1 Coordonnées

Définition 1. Soient 1,7 et w trois vecteurs de I’espace.

On dit que u, v et w sont coplanaires s’il existe (\, 1) € R? tel que u = A\ + pw

Définition 2. Si ;, ; et k sont trois vecteurs non coplanaires on dit que (7,;, E) constitue
une base de vecteurs de ’espace.

Lorsque ;, ; et k sont de norme 1 et orthogonaux, on dit que la base (;,;, E) est
orthonormée.

On appelle repére cartésien de ’espace tout couple (O,B) ou O est un point appelé origine du

repere et B une base de ’espace.

Les reperes de ’espace s’orientent de la méme fagon que les bases.
Les figures suivantes rappellent quelle convention est adoptée classiquement en matiere

d’orientation de 1’espace.

La base (?7]@) La base (7,7, k)

est DIRECTE. est INDIRECTE. ‘
—
J

Définition 3. On appelle coordonnées cartésiennes d’un point M (resp. d’un vecteur 1) de

I’espace les nombres réels x, y et z tels que :

OM:x7+yf+zE (resp.ﬂzm?+y§—|—z%)

Remarque : Un point, ou un vecteur, admet un et un seul triplet de coordonnées cartésiennes.

2 1 -1

Exemple 1. Les vecteurs © | —1 | ,U | 3| et w | 2 | sont-ils coplanaires ?
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%
Dans toute la suite, ’espace est muni d’un repére orthonormé (O; 7, 7, k )

Définition 4. On appelle coordonnées cylindriques d’un point M (resp. d’un vecteur ) de

I’espace les nombres réels r, 0 et z tels que :

—

OM:ng—i—zE (resp.ﬁ:rzfg—i—z%)), Ol\lQTé:COSQi_)—i-SiHQ;

2 Produit scalaire dans I’espace

Deux vecteurs de I'espace étant toujours coplanaires, le produit scalaire dans 1’espace se définit

comme dans le plan et a les mémes propriétés.

T /

8

Théoréme 1. Siw |y | et ¥ | o/ | sont des vecteurs de I'espace alors 4.V = za’ + yy' + 22/
!/
z

et il =22 +y? + 22

Propriété 1. Le produit scalaire dans I'espace est symétrique et bilinéaire.

Exemple 2. On considere les points 1(6; 0; 2), J(6; 3;4) et K(3;0; 4).
1. Vérifier que le triangle IJK est isocele en 1.

2. Calculer une valeur approchée a 0,1 degré pres de 'angle JIK.
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3 Produit vectoriel dans I’espace orienté

e
52

Dans toute la suite, I’espace est muni d’un repére (O ; ,;’, E)) orthonormé direct.

Définition 5. Si @ et v sont deux vecteurs non colinéaires, on appelle produit vectoriel de u
et de U, et on note © A U, le vecteur 7 orthogonal aux deux vecteurs u et v, de norme
7] = ||w|||7] |sin(d, )| et tel que la base (u,v,n) soit directe.

N
Si 1 et ¥ sont colinéaires, on pose & AU = 0.

sl
>
<l

sl
<l

2 pY — —> . s . . = — =
Théoréme 2. Deux vecteurs © et v sont colinéaires ssi u Av =0

Interprétation Hﬁ, AU H est I'aire du parallélogramme porté par les vecteurs u et v.

T X

Théoréme 3. Les coordonnées du produit vectoriel de deux vecteurs 4 | y | et ¥ | 3/ | sont

yz' —y'z
données par U AV | 22/ — 2z

xy — 'y

Exemple 3. Calculer © A v ou 4(1,0,—2) et ¥(1,1,0).

Propriété 2. Si i/, U et w sont des vecteurs, A et u sont des nombres réels alors

1L.UAN+ pw) =AU Av) 4+ pu(u Aw) Linéarité a droite
2. (AU + ) N = N Aw) 4+ (U A w) Linéarité & gauche
On dit que le produit vectoriel est bilinéaire.

U AU = —U Ad. On dit que le produit vectoriel est antisymétrique
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4 Produit mixte dans I’espace orienté

Définition 6. Si @, U et w sont des vecteurs de 'espace, on appelle produit mixte de ces trois

vecteurs, et on note [¢/, v, w] le nombre (4 AU) ..

Remarque : La valeur absolue du produit mixte de trois vecteurs i, U, W est égale au volume

du parallélépipede porté par ces trois vecteurs.

w
Volume = ‘[T[,U,ﬁ]‘
v
u
-1 1 2
Exemple 4. Calculer le volume du parallélépipede définiw | 1 |, 0 | 2 | et w
1 —1

x x
Théoréme 4. Le produit mixte de u | y |, v | ¢/ | et & | s | est donné par
z z

[, v, W] = (yz' —yz')r + (22 — 2'x)s + (xy/ — 2'y)t

Propriété 3. Soient a , @, U et w des vecteurs, A et ; des nombres réels.

(\@ + pi, ¥, W] = N[a,v, W] + pld, v, w]
@\ + 47, @) = N, @, @] + u[i, 7, @] Trilinéarité
[@, v, \a + pw] = Nu,v,a] + plu, v, w]

=]

| = —[u,w,?] Antisymétrie

gl
gl

— - = — — =
, Uy ]:7[’03”5“}}:7[“}’1}’

Théoréme 5. Trois vecteurs 4, U et W sont coplanaires ssi [u, v, w] = 0.

1 1+m 2
Exemple 5. Pour quelle(s) valeur(s) de m les vecteurs u 1 LU =1 Jetw | —m
1-m 2 3

sont-ils coplanaires ?
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5 Plans, droites et spheres

Définition 7. Soient @ et v deux vecteurs non colinéaires.

On appelle plan vectoriel engendré par u et v et on note Vect(u,v) I'ensemble des vecteurs
coplanaires avec 4 et U.

Vect(u,v) = {\d + pv, (A, u) € R?}.

Soit A un point de I’espace. On appelle plan passant par A et dirigé par 1 et v I’ensemble

—— — — . . , - —
des points M tels que AM, u et ¥ soient coplanaires. Ce plan est noté P = A + Vect(u,v).

Théoréme 6. Equation d’un plan
o Q

—

Le plan défini par A(z4,y4,24) et les vecteurs non colinéaires 4 | 5 | et v/ | g’ |, appelés

Y 8
vecteurs directeurs du plan, admet pour équation

— 7 a7 2 . ’ .
° {u, u', AM ] =0 Equation cartésienne

r=x4+ta+ta
o y=ya+tps+t'/s , t,t' € R Représentation paramétrique

/

z=za+ty+ 1ty

a
Le plan passant par le point A(x4,y4,24) et de vecteur normal 7 | b | admet pour équation
c

R

cartésienne . AM = a(z —x4) +b(y —ya) +c(z —24) =0

i
B M / M L/M
— i
A C A i A

Exemple 6. Soit A(1,0,1). Donner une représentation paramétrique et une équation

1 0
cartésienne du plan passant par A, de vecteurs directeurs @ | 2 | etv |1
-1 1

Mme Bouquier Page 5/7 Lycée Jean Perrin Marseille



PTSI1 Chapitre 16

Théoréme 7. Equation d’une droite
o

La droite passant par le point A(z4,ya,24) et de vecteur directeur @ | 8 | admet pour
8
=4+ ta
représentation paramétrique < y = y4 + 3 teR

Z=2zA+ 1ty

La droite intersection des plans non paralléles P : az + by + cz = d de vecteur normal 77, et
P dx+by+dz=d de vecteur normal n’, admet pour équation

{ ar +by+cz =d
[ )

Systeme d’équations cartésiennes
dr+by+dz=d

r=x4+ta Q
_
o y=ys+t3 t€R, ou| B | sontles coordonnées de i An' et (xa,ya,24) les

z=zA+ty ¥
coordonnées d’un point de la droite. =~ Représentation paramétrique

n/
nAn 7
Exemple 7. 1. Soit la droite D de systeme d’équations cartésiennes

r+y+z2—2 = 0
y—z+2 = 0

a) Donner un point et un vecteur directeur de D.

b) Donner une représentation paramétrique de D.

x = 142X\
2. Soit la droite A de représentation paramétrique : y = —14+X MeER
= 1-A

Donner un systeme d’équations cartésiennes de A.

Théoreme 8. Distance d’un point & un plan
Si H est le projeté orthogonal d’un point M sur un plan P d’équation cartésienne

ax + by + cz + d = 0 alors la distance du point M au plan P est
M — lazpr + bynr + czar + d|

Va2 + b2+ 2
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Exemple 8. Soient P le plan d’équation x + 2y + z — 1 = 0 et A le point de coordonnées
(1,1,0). Trouver le projeté orthogonal H de A sur P.

Théoreme 9. Distance d’un point a une droite

Soient D la droite passant par le point A et de vecteur directeur @ et M un point de 'espace.

ar.p) — NEAAM |
[ ||
Exemple 9. Déterminer les coordonnées du point H projeté orthogonal du point M (1 ; —1; 2)
z = 1+¢
sur la droite D y = —2+t
z =t

Théoréme 10. Equation d’une sphére

Une équation de la sphere de centre Q(xq,yq, 2q) et de rayon R est

(z —20)” + (y —ya)* + (2 — 20)* = R

Exemple 10. 1. Caractériser 'ensemble d’équation cartésienne z2 4 y? + 2% +x — 2y — 4z = A,
ou A € R.

2. On note C l'intersection de la sphere de centre (0,1, —1) et de rayon 2 avec le plan P
d’équation z =z +y — 1.

Montrer que C est un cercle dont on donnera le rayon.

Proposition 1. Sphére définie par un diameétre
|
Soient A et B deux points distincts. La sphere de diametre [AB] est {M / MAMEB = 0}.
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