PTSI1 TD 17

Espaces vectoriels

Exercice 1 Les ensembles suivants sont-ils sous espaces vectoriels d’un espace vectoriel R™ ?
1. A= {(z,y) €R? zy >0}
2. B={(a,a+1), a e R}
3. C={(a+b—¢2b+c), (a,b,c) € R?}
4. D = {(m,y,z,t) €R4/x—tzOet2y+3z:Oety—z:0}
Exercice 2 Les ensembles suivants sont-ils sous espaces vectoriels d’un espace vectoriel
usuel ?

LA={feB*R)/ "+ +f=0}, B={feRR/f(0)=0} et C=ANB

2. A={(up) ERY /Vn € Nupy2 = ting1 + tn}, B= {(un) € RN [ uyy — 0} et
C=ANB

3. A={PeR[X]/ P=0ou deg(P) =3}, B={P €Ry[X]/ XP' —2P =0} et
C=ANB

Exercice 3 On considere un sous espace vectoriel FE et deux sous espaces vectoriels de F,
notés F' et G.

Montrer que F'U G est un sous espace vectoriel de E ssi F C G ou G C F.

Exercice 4 La famille de vecteurs .% est-elle libre ou liée si :

1. % = (u,v) avecu = (1,—1) et v = (—2,2)?

2. 7 = (u,v) avecu = (1,-1) et v =(—1,2)?

3. F = (u,v,w) avecu = (1,—1), v=(—1,2) et w=(3,0)?

4. F = (u,v,w) avec u = (1,—1,0), v = (1,-2,1) et w = (0,1,1) ?
5. F = (u,v,w) avec u = (1,1,2), v = (1,0,1) et w = (0,1,1) ?
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Exercice 5
1. (a) Donner les coordonnées de u = (1,0, —1,0) dans la base canonique de R*.

(b) Donner les coordonner de P = aX? + bX, ot (a,b) € C?, dans la base canonique de
Cq[X].

2. (a) Soient u = (1,—3) et v = (2,1). Montrer que % = (u,v) est une base de R2.
(b) Quelles sont les coordonnées d’un vecteur w = (z,y) € R? dans cette base ?

3. (a) Soient u = (1,2,3) et v = (3,2,1). Montrer que & = (u,v) est une base de
F = Vect(u,v).

(b) Le vecteur w = (1,4,7) est-il dans F'? Si oui, déterminer ses coordonnées dans la

base A.

Exercice 6 On considere les vecteurs u; = (1,1,m), ug = (1,m, 1) et ug = (m,1,1), m € R
étant un parametre.

On note H la famille de vecteurs (u1,uz2,us3) et H = Vect(uy, ug, us).
1. Déterminer les valeurs de m pour lesquelles H est libre.

2. Pour cette question, on suppose que m = 1.

(a) Donner une base de H.

(b) Donner un systeme d’équations cartésiennes de H.

3. Pour cette question, on suppose que m = —2.

(a) Déterminer une base % de H.
(b) Décrire H a I'aide d’une équation cartésienne.

(c) Trouver un vecteur v tel que la famille 2 U {v} soit une base de I'espace R3.

a b c
Exercice 7 Montrer que F = c a b |, (abc) e R? } est un sous espace vectoriel
b ¢ a

de #3(R) puis déterminer une base de F.

Exercice 8 Soit (a1, g, ...,ap) E R tel que a; < g < ... < ay, et F = (¢1,92,...,¢n)

la famille de fonctions définies par ¢y (t) = e®+t.

1. Montrer que la famille .% est libre.

2. Est-elle une base de >°(R) ?
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Exercice 9 Dans chaque cas, montrer que F est un R-e.v. de dimension 2 :
L. E={fe?*R)/2f"+ [+ f=0}
2. E={(uy) €ERY /V¥neEN, upyg+ 2upi1 + u, = 0}

3. E={PeRy[X]/ P(1) = P(2) = 0}

Exercice 10 Soit (aq,ag,...,a,) € R™ tel que oy < ag < ... < ay.
On considere les fonctions ¢y, : t — eait, k € [[1, n]]

1. Montrer que la famille .# = (p1,...,¢,) est libre.

2. Montrer que €*°(R) n’est pas de dimension finie.

Exercice 11 On considere F = {(x,y,2,t) ER* /2 —y+2—t =0} et
G={(z,y,2,t) e R/ z = y}.

1. Montrer que F et G sont des sous espaces vectoriels de R*.

2. Montrer que dim(F N G) = 2 et déterminer une base # de FFNG.
3. Compléter # pour obtenir une base de F'.

4. Compléter Z pour obtenir une base de G.

5. Déduire de ce qui précede une base de R* contenant les vecteurs de 4.

Exercice 12 Dans chaque cas, déterminer le rang de la famille de vecteurs % :

1’ ﬁ = (U,’U,U},CC), Otl U= (_15 _15 _1), V= (1,150)5 w = (3,35 _1) et r = (_65 _652)a
2. ﬁ:(P,Q,R),OflP:XQ—l,Q:XQ_{_letR:XQ.

Exercice 13 Soit un entier n > 2. Pour tout n-uplet (a1, as,...,a,) de réels deux a deux

disjoints, on considere la famille de polynémes définis par

X—ai
ap — Qa4

vk e [Ln], Po= ][

1<i<n
i#£k

1. Cas général :
(a) Calculer Py(aj) pour tout (j,k) € [[1,71]]2.
(b) Montrer que la famille de polynémes & = (Py, Ps,..., P,) est une base de R,,_1[X].

(c) Soit P € R,,—1[X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base 4.
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2. Cas particulier :
Trouver un polynome P de R3[X] tel que P(0) =1, P(1) =2, P(2) = —1 et P(3) = —2.

Exercice 14 On considere F = {(z,y,2,t) ER* 2 +y+ 2+t =0} et
G ={(a,a,a,a), a € R}.

1. Montrer que F' est un sous espace vectoriel de R*, dont on déterminera une base et la

dimension.

2. Montrer que G est un sous espace vectoriel de R*, dont on déterminera une base et la

dimension.

3. Montrer que R* = F & G.

Exercice 15 Dans chaque cas, montrer que F' est un s.e.v. d'un e.v. I/ de dimension finie,

puis déterminer un supplémentaire de F' dans F :

1. F={P eR3[X]; P(1) = P'(1) =0};
2. F' est I'ensemble des matrices carrées d’ordre 2, triangulaires supérieures, et a

coefficients réels.
3. F =Vect(ay,az,as,a4), ot a3 = (3,0,4,1), ap = (0,1,2,1), ag = (—5,0,—2,3)
et ag = (2,1,2,-1).
Exercice 16 On considére I'espace vectoriel .# (R, R), et on note & (resp. .#) I'ensemble
des fonctions réelles paires (resp. impaires).
1. Montrer que . (R,R) =X @ .¥.

2. En déduire que la fonction exp s’écrit de maniere unique comme somme d’une fonction

paire et d’une fonction impaire, a déterminer.
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