Ecole ouverte PCSI-PTSI 26/04/2024

> Révisions — corrigés «

Sommes
Calculer pour n € N :

k (n (j+1)3 <n> (l)

(i) D 3 arny D 2 )

n
(1)
D>
il 1<i<j<n

k=0

Solution de I’exercice 1
1 1
1) 1r¢ solution Par la formule du capitaine, 1 (Z) = i <Z 1— i) donc par changement d’indice
j =k +1 et formule du binéme :
1 9+l 1 1
! n+1;( ) (]) T L S
" In
2¢ solution Par la formule du binéme, (1 + z)" = Z (k) 2, VreR

(Z) fﬂ?k dx + C,C € R par linéarité. Puis

D’ou f(l ta)tde =)

k=0
n+1 n k+1
L=y (e
n+1 k) k+1
k=0
Pour = 0, on obtient 1 C et pour z = —1, comme (—1)**! = —(—1)* on trouve
n
1 1
— Sh
puis )

:_Z<)k+1 n+1

2) On calcule avec la réécriture d’'une somme triangulaire, un télescopage et une somme géométrique

> W:iiw z”:(j+1)3jz”: 1
e i(i+1)j e i(i+1)j ~ £ i(i+1)
n J
1)_. 1 1
gDy (_ 1)
= 7 =\t T
n .
1 1
:Z(Jf )3] (1_.1>
j=1 J J+
n . 3
n
-y
og=l
Z G+13 33” -1
I<igen Wt 1) 2
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3) En utilisant la formule du binéme : Z <7Z) <IZ£> (?)
= O k=0

0<k<i<n

Nombres complexes et trigonométrie

Résoudre (E) 1 —x =22%—1+2zvV1 — 22,

On justifiera que 'on peut chercher x sous la forme x = cos @ avec § € [0;m].

Solution de I’exercice 2 Cette équation a un sens ssi 1 —2 > 0 et 1 —x? > 0 donc on résout sur [—1;1].
Comme cos réalise une bijection de [0;7] sur [—1;1], on pose z = cosf avec § = Arccos x € [0;7] et
I’équation devient /1 — cos@ = 2cos?(f) — 1 + 2cos /1 — cos?(#) et comme sin > 0 et sin(§/2) > 0 sur

I'intervalle de résolution :

(E) <= +/2sin*(0/2) = cos(20) + sin(20)
< /2sin(0/2) = V2cos (20 — %)
™ 0 ™
) cos(20-7)
<=  cos < 5 2> cos ( 0 1
™ 0
T %429 7) 2
2 2 ( 1)
0 3 4 3
e Le cas 20 — % = g — — [27] donne 6 = 1%; [;], ce qui ne laisse que 0 = TR Pintervalle de
résolution.
0 4
e Le cas 20 — % = —g 3 [27] donne 0 = —% [;], ce qui ne laisse aucune solution dans [0;].
. 3T
Finalement (F) admet une unique solution ¢t = cos 0
5=V
Remarque : 'exercice suivant permet de dire que t = 7\[
2v2
1) Soit z un réel. Exprimer cos(5z) comme un polynéme en cos .
2) En déduire que cos? (%) est racine d’un trindéme du second degré, puis déterminer la valeur

exacte de cos (%) exprimée avec des radicaux.

Solution de ’exercice 3

1) La formule de Moivre donne
cos(bx) = Re [e5m] = Re [(COS T+ isinz)®

Or, la formule du bindéme de Newton permet de calculer

(cosx + isinz)® = (cosx)’45(cos x)* (i sin x) + 10(cos )3 (i sin )2

+ 10(cos z)?(i sinz)® + 5(cos ) (i sin 2)* + (i sinz)®.
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Seule la partie réelle de ce qui précéde nous intéresse, c’est a-dire les termes oil ¢ est & une puissance
paire. Ayant i =—1eti*=1,0na
cos(bz) = Re [65”} = cos® z — 10 cos® zsin® x + 5 cos zsin? 2

= cos” 2 — 10 cos® x(1 — cos® ) + 5 cos 2(1 — cos? )2

= cos® x — 10 cos® z(1 — cos® z) + 5cos (1 — 2 cos? z 4 cos? 2)

3

= 16cos® x — 20 cos xr + 5cosx.

2) Prenons x = {; dans la formule ci-dessus ; on obtient

CcoS (5 . 110) = coS (g) =0 =cos (%) (16 cos? (%) — 20 cos® <110) + 5) .
Comme cos (1%) #0,o0n a
16cos () —20c05* (35 ) +5 =
6 cos 10 0 cos 10 +5=0,

i

ce qui montre bien que cos? (10) est racine du trinéme 16X? — 20X + 5.
Les racines du trindéme sont :
_5-5 545

ry = et 1o = .
! 8 2 8

5-v4 _ 3 2(m 2(my — 3 ;
Or, on a r < == = 3. Or, cos®({5) > cos*(§) = 3. Cela impose

COS2<7T) 5+5

0/ 8

3) Une formule de duplication améne :

1
cos(g):20082(17ro>—1—5+\/5—1: +\/5.

Résoudre dans C les équations
1) 25=1+i
2) 2424 41=0
3) (2242452 +(z+1)2=0
4) (z+12 - (z—12=0.

Solution de l’exercice 4 1.2°=1+1i= ﬂei% On pose z = rel

5 5510 — \/3ei] = 23 = 2%0\/5
:]_ <:> 1Y = 217<:> ~
z +1&rle e 50 = %+2k7r kel = %4_%% kEZ

s +2k7r

.
0
s = {216l %) k € [0; 4]}

2im _ 2im

2. 842 +1=02?4+2Z+1=0avec Z =2t Z=jouZ=jez2"=¢3 ouzt=c"7

k

S = {ei(%JrT”)’ei(*%*%”),k e[o; 3]]}

3. (22 42452+ (24+1)2 =0 (22 —42+5)2 =i%(2+1)?
S22 —4z+5=i(z+1)ouz?—42+5=—i(z+1)
22— (4+i)z+5—i=0ouz?2+(i—4)z+5+i=0

Ay = —5+12i = (z +iy)? ou Ay = Ay
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22 —y? = =5 2 = 4
?+y? = 9 ey =9
2y = 12i zy > 0

Ay =(2+30)2et Ay =(2-3i)2 S={3+2,3—2,1—i1+i}

1 i
4. (z+1)3—(z—1)3:0<:>z3:1oa2:’Hl avec 2 £ 1 Z=aota=1,,j

1 1 1+j1+j
i :a,z#lﬁz:ﬂpoura;&l S = ﬁ,ﬁ
1 a—1 j—1j—-1

z
On résout

Fonctions usuelles, calcul intégral et équations différentielles

1
Déterminer I'ensemble de définition de l'expression f(x) = Arctan ( +

:z:>7 puis simplifier I'ex-
1—=z

pression de f par une technique de dérivation.

Solution de ’exercice 5 Par composition et inverse de fonction définie et dérivable ne s’annulant pas, f
est définie et dérivable sur R \ {1} avec pour tout = # 1

1o 2 1 _ 2 R ,
Fo == 1+<1+$>2 S (e w1 )

1—=x

de sorte

e il existe C' € R tel que pour tout = > 1, f(x) = C + Arctan z. En faisant tendre x vers +oo on obtient
T

C = Arctan (—1) — 5= —?ZTW donc f(z) = —3n/4 + Arctan z pour tout x > 1.

e il existe C' € R tel que pour tout < 1, f(z) = C’ + Arctan z et en prenant x = 0 il vient C' = 7/4
donc f(z) = w/4 + Arctan x pour tout z < 1.

: - : o r+1
1) Déterminer une primitive de z — —————— sur R et en déduire une primitive de x — ————.
2 —x+1 22 —z+1
1 .3
2) Réaliser le changement de variable u = 22 dans I'intégrale I = J % dzx.
0 T

3) Rappeler une factorisation de x3 + 1 pour tout réel = et déterminer trois réels a,b,c tels que

r  ar+b c

Ve e R A1) x3+1_332—1:+1+:1:+1

4) En déduire la valeur de I.

Solution de ’exercice 6

1) Avec la mise sous forme canonique sur R

fXx?—lmd$:JX(x—1/2l) Yy f x—1/2 (\f/)
= %Arctan ( —1/2) > —Arctan ( \f )

X 1 XLz —1)+ 1 X2 -1 3 1
Etonendéduitf de:f Md f ud J ————da
2 —z+1 2_gx+1 2 2 —x+1 2 2 —x+1
1 2X —1
=-In|X2-X+1 —|—Arctan< )

2
jxmdx = 11n(X2—X—l—l)—i—iArc’can 2X 1
2 —x+1 "2 V3 V3
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1 3 1 2

1

2) On a f L dz= J L(%: dr). Comme x — 2% est B! sur [0;1], le changement de variable
0 1 + 1‘6 2 0 1 + 1'6

u = z2 est licite et en calculant du = 2z dx il vient

10 U 1Y w
I=-| % qu=:| % _4q
2]021—1—113 b 2J01—|—u3 “

3) On rappelle la factorisation de 23 +1 = 23 — (—1)3 = (z +1)(2% — 2 + 1) pour tout réel z. Ensuite fixons
trois réels a,b,c et calculons

Vo € Rf—1} ax +b c :(ax+b)(:c+1)+c(a;2—x+1):(a+c)x2+(a+b—c)x+b+c
22—x+1 z+1 (22 =24+ 1)(z+1) (2 —x+1)(z+1)
a +c=0
11 suffit donc pour que I’égalité soit vérifiée d’avoir le systéme ¢ a +b — ¢ = 1 qui équivaut facilement &
b+c=0
azbz—cz%desorteque
x 1 x+1 1 1
Vee R~ {-1 == =
RN T a1 3 a1

4) On en déduit avec la question 1 :

Loy 1 1 2u—1 1 !
_ 2
fo u3 n 1 du |:6 ln(u —u -+ ].) —+ % Arctaﬂ <\/§) — g ].H(U -+ 1):| .
1 1 -1 1
= — Arctan <) — — Arctan () ——In2
V3 v3/) V3 V3/) 2
2 1 2 7
Arctan In2=——-—=-1n2
V3 V3 s 36
T 1
= —— ——In2
3v3 3
1 T 1 T 1
Finalement, I=-(——-—-In2)=—+-—-1n2
2 (3\/5 3 > 6v3 6
zy — 2y = x?
Résoudre sur R* le probléme de Cauchy : { y(1) =1

Solution de ’exercice 7

e Equation normalisée sur R :y — ;y = 7.

. 2
e Equation homogéne : ¢/ — Zy=0<=3INER y:z+— 2% = N2,
x
e Solution particuliére sous la forme s : z — A(z)z? oit A € D(R% R) est a déterminer en calculant

V>0  §(x)— %s(m) = N(x)2* + %s(m) — %s(w) = N (z)z?

donc s solution ssi \'(x)x? = x pour tout = > 0 soit \' : z — 1/x donc en prenant A = In, une solution
particuliére est x — 22 Inz.
e Les solutions générales sont les fonctions z —— (A + Inx)x? ou A décrit R.

e Condition initiale : pour une solution générale de la forme donnée avec constante A, la condition y(1) =1
donne A + 0 =1 soit A = 1.

e La solution du probléme de Cauchy est z — (1 + Inz)z?.
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Solution de I’exercice 8

Résoudre

(E)

y" — 2y + 5y = e” cos(2x).

e On résout d’abord, 1’équation homogéne associée & (E), qu'on notera (Ej).

L’équation caractéristique z2 — 2z + 5 = 0, de discriminant strictement —16 = (41)2, a pour racines 1+ 2i et
1 — 2i. Les solutions de (Ep) sont donc les fonctions de I’ensemble

8o = {z — e” (Acos(2z) + pusin(2z)) | \,u € R} .

e Recherche d’une solution particuliére de (Ej).
On écrit e” cos(2z) = e"Re (e12%) = Re (e 12)7) et donc on cherche d’abord une solution de (Eg) 3" —
2y 4 5y = e 1207 pour en prendre la partie réelle (les coef du membre de gauche sont réels). Remarquons
maintenant que v = 1 4 2i est racine simple de I’équation caractéristique, le cours nous dit de chercher une
solution particuliére de la forme

zixr—— kxel®

ou k est une constante & déterminer. Soit x € R, on a

donc

Ainsi, z est solution de (Eg) si et seulement si 4ik = 1, c’est a dire si k = %

de (F) est donc

2 (z) = k(1 + yz)e?”®

et 2'(x) = k(2y +~*x)e

() — 22/ (x) + 52(x) = k((Y? — 2y +5) 2 + 2y — 2)e” = 4ike”
—_——

x— —ze’”Re (ie'?®)

=0

= %ex sin(2z)

e On sait alors que 'ensemble des solutions de I’équation est

Sp = {x s Zez sin(2z) + e® (A cos(2z) + psin(2z)) | A € ]R} .

Systémes linéaires

I’ensemble des solutions.

3r— 6y— 6z+ 8t=2
r— 2y— 3z+ 4t=0

—2x+ 4dy+ 4z— Ht=3

6z — 12y — 122 + 16t =4

Solution de ’exercice 9 On opére sur la matrice augmentée

—7- Une solution particuliére

Résoudre le systéme suivant d’inconnue (z,y,z,t) € R*. On précisera la nature géométrique de

3 -6 -6 8|2 L2 =3 oy 1 =2 =3 4]0
1 -2 -3 4100|nem| 3 -6 -6 8 |2|22250[o o 3 —4|2
—2 4 4 =53] 7 |-2 4 4 5|3 rsloen, |0 0O —2 33
6 —12 —12 16 |4 6 —12 —12 16 |4 0 0 6 -84
1 -2 -3 4|0 1 -2 -3 4]0 1 -2 -3 4]0
Li—Li—2L, |0 0 3 —4|2| LoLotis [0 O 1 —1|5| Lg—L3+2, |0 O 1 —-115
~ 0 0 -2 313 ~ 0 0 -2 33 ~ 0 0 0 113
0 0 0 010 00 0 010 00 0 010
1 -2 -3 0] -52 1 -2 0 0] 2
Loeloils |0 0 1 0 18 0 0 1 018
Liebiars |0 0 0 1| 13 | nyeiiisz, [0 0 0 1|13
0 0 0 0|0 0 0 000
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z =2+2
. . . (0 =0+1y . . 4
Le systéme est donc équivalent & : les solutions forment la droite de R* passant
z =184 0y
t=13+0y

par A(2,0,18,13) et dirigée par d (2,1,0,0).

Applications

RZ — R3
Soit {

(w,y) — (z+9,20+y,30 —y)
1) Etudier I'injectivité de f.
2) Déterminer puis représenter graphiquement f~1((Ry)3).

3) Déterminer Im f.
La fonction f est-elle surjective ? bijective ?

4) Déterminer f(D) ott D est la droite de R? d’équation 2z +y = 1.

Solution de I’exercice 10
1) Etudions l'injectivité de f. Soient z,y,z’y’ des réels tels que f(x,y) = f(a',y'). Alors en particulier
vty=a+y
e +y=22"+y
facilement y = 1/, de sorte que

, qui donne nécessairement x = x’ en faisant 'opération Ly — L1, et donc = 2/, puis

f est injective.

2) Rappelons la définition de f~1(B) = {(z,y) € R? | f(2,y) € B} pour une partiec B C R?® donc

fTHRY)?) ={(zy) ER? |24y >0 et 22+y>0 et 3z—y >0}
= {(x,y)eR2|y2—a: et y= -2z et y<3x}
est donc 'ensemble des points du plan & la fois
e au-dessus de la droite Dy : y = —x;
e et au-dessus de la droite Dy : y = —2x;
e et au-dessous de la droite D3 : y = 3.

3) Soit (a,b,c) € R3. Examinons a quelle condition sur a,b,c le systéme suivant est compatible :

rty=a T+ y=a Tty =a
%ty —b Ly Ls=3L1 —y=b-2a Ly LactLs _y b9
Lo« Lo—2L,
3r—y=c —4dy=c—3a 0=5ba—4b+c
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qui est compatible ssi 5a — 4b + ¢ = 0. Comme (a,b,c) admet un antécédent par f si et seulement le
systéme f(z,y) = (a,b,c) d'inconnue (z,y) est compatible, il en résulte directement que

Im f = {(a,b,c) €R3 | I(w,y,2) €ERY  f(z,y,2) = (a,b,c)} est le plan de R? d’équation 5a — 4b + ¢ = 0.

Comme Im # R3, f n’est pas surjective et donc pas bijective.

{fl@y) |2z +y =1} ={f(z,1 —22) |z € R}
{1—==z15x—-1)|zeR}

{z(=1;0;5) + (1;1;-1) | z € R}

est la droite de R? dirigée par le vecteur @ (—1;0;5 et passant par le point A(1;1; —1).

4) Par définition, f(D)

Suites, limites
1) Déterminer l'expression du terme général de la suite (up,)nen+ vérifiant
up =2 et Upt1 = —3uy + 2 pour tout n € N

La suite (u,) admet-elle une limite ? Si oui, laquelle ?

2) Déterminer I'expression du terme général de la suite (v, )nen vérifiant
=1, v1 =2 et Upt2 = 2Up+1 + 20, pour tout n € N

La suite (v,,) admet-elle une limite ? Si oui, laquelle ?

Solution de I’exercice 11

1) Le point fixe est £ = 1/2, la suite (g,) = (un — £) est géométrique de raison —3. Ainsi

3 1
WnEN'up = go+ 0= g1(=3)" +1/2=0(=3)" 45

Cette suite n’a pas de limite car ug, ——— -0 et ugpt1 —— +00.
n——+0o0o n——+00

2) L’équation caractéristique r?—2r—2 = 0 admet pour racines réelles distinctes r; = 1—v/3 et ro = 1+/3
donc il existe 4,B € R tels que v, = A(1 — v/3)" + B(1 + v/3)" pour tout n € N. Le systéme donné
par les conditions initiales donne A + B = 1 et Ary + Bry = 2 et on trouve facilement

B:1+\/§ t A v3—1

03 2V

On a|r| <1etrg >1doncr™ —— 0 et ro® —— +oo. Vu B > 0, il vient donc
n—-+0o0o n—-+00

Vp — +O0
n—-+o00

(—1)F
K

NE

XD 12 Pour tout n € N* on note A,, = , ainsi que u, = Ag, et v, = Aopy1.
k=1
1) Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

2) En déduire que la suite (A,,) converge.

page 8 M. BOUQUIER, F. METZGER
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Solution de ’exercice 12

1) On calcule facilement pour tout n € N* :

(_1)2n+2 (_1)2n+1 1 1
= — <0
2n+ 2 + 2n+1 2n+2 2n+1

Up4+1 — Un = A2n+2 — Aoy =

donc u,, est (strictement) décroissante. De méme

(_1)2n+3 (_1)2n 1 1
Ul = Un = Aongs = Aot = o T T 213 2n 12
(_1)2n+1 1
donc u,, est (strictement) croissante. Enfin v, — u,, = = — 0. Finalement
2n+1 2n +1 n—+oo

(un) et (v,) sont adjacentes.

2) La question précédente et le théoréme des suites adjacentes donnent que (u,,) = (Aa,) et (v,) = (A2pt1)
convergent vers la méme limite. Le théoréme des suites recouvrantes assure alors que (A,,) converge,
vers cette limite commune.

1
Remarque : en utilisant = J 21 dz, on peut montrer que cette limite est —In 2.
0

Polynémes

Soit P = X1 — 6X% + 9X2 49,
1) Décomposer X* —6X3 + 9X? en produit de facteurs irréductibles dans R[X].

2) En déduire une décomposition de P en produit de facteurs irréductibles dans C[X], puis dans

R[X].

Solution de 1’exercice 13
1) X*—6X3+9X? = X2(X2-6X+9) = X?(X — 3)? dans R[X].
2) Dans C[X] :

P=X*X-3)2+9=[X(X—3)+3i[X(X —3) —3i] = (X? - 3X +3i)(X* - 3X — 3i)

p— (X - %(3 ~ (2 —i)\/§)> <X - %(3+ (2- i)\/§)) <X - %(3 - (2+i)\/§)> (X - %(3+ (2+i)\/§)>

En regroupant les racines conjuguées, la factorisation dans R[X] est :

P=(X?—-(3-2V3)X +24+12V3)(X% - (3+2V3)X + 24 — 12V/3)

Soit P = (14 X)7 — (1 — X)P.

1) Développer le polynome P et montrer que 0 est racine de P.
2) Décomposer P en irréductibles dans C[X] puis dans R[X].

Solution de 1’exercice 14
1) P=2(X5+10X3+5X) = 2X(X* +10X2 + 5).
page 9 M. BOUQUIER, F. METZGER
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2)

224102 +5=0<2=-5+2V5ouxz=—5— 25 donc
P=2X(X?+5-2V5)(X?+5+2V5)

Comme les facteurs de degré 2 ont un discriminant < Oc c¢’est la factorisation dans R[X].

Puis 2?2 = -54+26 <0< z=ivVh—2Vhouzr=—ivVs—2V/bet 22 = -5—-2/6 < x=iv5+ 25

ou X = —i\/5 + 2v/5 donc dans C[X] la factorisation est

P=2X(X —i\/5—2V5)(X +iy/5 —2V5)(X —iy/5 +2V5)(X +iy/5 + 2V5)

Remarque : en utilisant la forme canonique, on obtient facilement la factorisation dans R[X]

X' 4+10X24+5=(X?+5)2—20= (X2 +5—2V5) (X% + 5+ 2V5)

Espaces vectoriels

Soient = {(ry,) € B, v~ 2y + 2 = 0} et F = {(a26 — ab), (ab) € B?).

1) Montrer que E et F sont des s.e.v. de R? dont on donnera des bases et les dimensions.
2) Montrer que E'N F est une droite vectorielle.

3) Déterminer une base B = (uy,uz,ug) de R3 telle que u1 € ENF, us € E et ug € F.

Solution de ’exercice 15

17¢ version

1)

2)

3)

En paramétrant les solutions du systéme linéaire donné par F on a
E={(2y—-zyz | yz € R)} ={y(2,1,0) + 2(-1,0,1) | y,z € R} = Vect((2,1,0),(~1,0,1))

et par définition méme, F = Vect((1, — 1,0),(0,2,1)) donc E,F sont des s.e.v. de R3. Les familles
génératrices données sont clairement libres (vecteurs non colinéaires) donc F,F sont de dimension 2 et
((2,1,0),(—1,0,1)) est une base de E, (1, —1,0),(0,2,1)) est une base de F.

Par définition

ENnF={(a2b—ab)|abeR et a—2(2b—a)+b=0}
={(a,2b—a,b) |ab e R et a="b}
= {(a,a,a) | a € R}

ENF = Vect{(1,1,1)}

De sorte que E N F' est bien une droite vectorielle.

Posons u; = (1,1,1) € EN F, ug = (—1,0,1). La famille (uj,u2) est libre (vecteurs non colinéaires) et
formée de vecteurs de E donc c’est une base de E. Posons enfin uz = (1, — 1,0) € F. Comme u3 ¢ F,
il est facile de vérifier que la famille (ug,u2,u3) est libre dans R3, et répond donc & la question.

2¢ version

1)

2)

3)

On aE] E = Vect((1,1,1),(0,1,2)) et par définition méme, F = Vect (1, — 1,0),(0,2,1)) donc E,F sont
des s.e.v. de R3. Les familles génératrices données sont clairement libres (vecteurs non colinéaires) donc
E,F sont de dimension 2 et ((1,1,1),(0,1,2)) est une base de E, (1, — 1,0),(0,2,1)) est une base de F.

(1,-1,0) A (0,2,1) = (=1, — 1,2) est un vecteur normal & F
(I, = 2,1) A (=1, - 1,2) = (=3, — 3, — 3) est un vecteur directeur de E N F
B = ((1,1,1),(0,1,2),(1,—1,0)) est une base de R? telle que (1,1,1) € ENF, (0,1,2) € Eet (1,—1,0) € F.

1. C’est vrai mais je trouve que ¢a ne saute pas aux yeux, on ne tombe pas naturellement dessus en résolvant le systéme
linéaire.
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Déterminer le rang de & = (u,v,w) et déterminer si F est une base de I'espace R? :

1) u=(1,0,1),
2) u = (1,0,1),

(-1,2,3), w = (1,2,5)

v
v=(-1,23), w=(12,-1)

Solution de ’exercice 16

1) Clairement la famille (u,v) est libre (vecteurs non colinéaires). Ensuite on vérifie facilement que (u,v,w)
lest encore en considérant le systéme zu + yv + zw = (0,0,0) d’ inconnues z,y,z). Ainsi rg F = 3 et F
est une base de R3.

2) Clairement (u,v) est libre et w = (1,2, — 1) = 2u + v donc rg F = 2 et F n’est pas une base de R3.

D 17 Soit E I'ensemble des fonctions de classe €' de R dans R et F = {f € E,f(0) = f(0) = 0}.

Pour les PCSI : si V C FE, on dit que V est un sous-espace vectoriel de E si V contient la
fonction nulle et si V' est stable par combinaisons linéaires.

1) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

2) Soit G 'ensemble des fonctions affines de R dans R.
Montrer que G est un sous-espace vectoriel de E.

3) Montrer par analyse-synthése que, pour toute fonction h € FE il existe un unique couple
(f,9) € F x G tel que h = f 4 g. Qu’a~t-on démontré ?

Solution de ’exercice 17

1) Clairement F' contient la fonction nulle et est stable par combinaisons linéaires par linéarité de la
dérivation et de I’évaluation en 0.

2) Toute fonction affine est dérivable sur R donc G C E. Par définition on a
G={r—ax+b|abeR}={alx— z)+bx—1)]abe R} = Vect(u,Idgr)

ol les fonctions sont v : R — R,z — 1 et Idg : R — R,z + . Par propriété du s.e.v. engendré par une
famille finie de vecteurs, G est bien un s.e.v. de €!(R, R).

3) Soit h € E.

e Analyse : Supposons qu’il existe f € F et g € G telles que h = f 4 g. Alors on peut se donner a,b
deux réels tels que g(z) = ax + b pour tout x € R. De 1a on déduit h(0) = f(0) + b= 0+ b donc
b= f(0). Puis A'(0) = f'(0) + ¢’'(0) = 0+ a donc a = h'(0). Nécessairement g :  — h'(0)z + h(0)
et f:x— h(z) —g(x) = h(z) — 1 (0)x — h(0). L’analyse donne au plus un couple solution.

e Synthése : posons f : x — h(z) — h'(0)x — h(0) et g : & — h'(0)x + h(0). Clairement f et g sont
dans E. Clairement aussi, g est affine. Enfin on vérifie aisément que f(0) = h(0) — h(0) = 0 et
1/(0) =H(0) — h'(0) =0donc f € F.

e Conclusion : pour tout h € F, J!(f,g) € F x G h=f+G. On a montré que £ = F & G.

D 18 Dans R?, on considére les sous-ensembles F' = {(x,y,z) ER3z4y—2z= 0} et G = Vect {(1,1,1)}.
1) Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels de R3.
2) Montrer que F et G sont supplémentaires dans R3.
3) Décomposer le vecteur (2,2,3) selon ces deux sous-espaces vectoriels.

4) Donner la décomposition d’un vecteur quelconque selon ces deux sous-espaces vectoriels.
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Solution de ’exercice 18

1)

2)

3)

4)

Avec les techniques usuelles sur les systémes linéaires F' = Vect((—1,1,0),(1,0,1)) est donc un plan
vectoriel de R3 et G est par définition un s.e.v. engendré par un vecteur non nul donc un s.e.v., de
dimension 1.

On a déja dim F + dim G = 3 = dimR3. 11 suffit de vérifier que F NG = {0}. Or, pour tout a € R,
(a,a,a) € F si et seulement si a +a —a = 0 soit a = 0, ce qui établit le point souhaité. Ainsi, par
caractérisation des supplémentaires en dimension finie : R? = F & G.

Un essai « raisonnable » montre que
(2,2,3) = (1,1,2) + (1,1,1)
N—— =
er eG

Soit (a,b,c) € R3. Par supplémentarité on sait qu'il existe z,y,2,t € R avec x +y — 2z = 0 tels que
(a,b,c) = (x,y,2) + (t,t,t). On exploite la condition d’étre dans F' en calculant

a+b—c=x+y—z4+t+t—t=0+t=t soit t=a+b-—rc
Finalement
r=a—t=-b+c y=b—t=—-a+c et z=c—t=—-a—-b+2c
L’unique décomposition de tout vecteur suivant F' & G est

(a,be)=(=b+c,—a+c,—a—b+2c)+(a+b—ca+b—ca+b—c)

@19

Exercices d’approfondissement

L’objectif est de déterminer, par analyse-synthése, ’ensemble des polynémes P de C[X] vérifiant :
(E): P(X)=P(X)P'(X).

1) (Analyse) Soit P € C[X] non nul vérifiant 1’équation (E).

1.a) Déterminer le degré de P.

1.b) Déterminer le coefficient dominant de P.

1.c) Justifier que le polynome P’ admet une racine o dans C. Montrer que P(a) = 0.
1.d) En dérivant chacun des membres de Iégalité (E), montrer que P”(a) = 0.

1.e) Déduire de tout ce qui précede, la factorisation de P en irréductibles de C[X].

2) (Synthese) Déterminer I'ensemble des solutions de (F) dans C[X].

1
D 20 Soit E I’ensemble des fonctions continues de [0,1] dans R et F' = {f €FE, J ft)dt = O}.
0

1) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

2) Trouver un supplémentaire de F' dans F.

Solution de ’exercice 20

1)
2)

F contient clairement la fonction nulle et est stable par combinaisons linéaires par linéarité de I'intégrale.

Prendre G le SEV des fonctions constantes. Une analyse-synthése rapide en écrivant ¢ = f + ¢ avec

1 1
f f =0 et ¢ constante montre que ¢ = J © et que la décomposition de toute fonction de E est alors
0 0

eF G
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On note Ry[X] le R-espace vectoriel des polynomes dont le degré est inférieur ou égal a deux, et
R;[X] celui des polynoémes de degré inférieur ou égal a un.

1) On considére I'ensemble E = {P € Ro[X]/ P(—1) = P'(—-1) = ()},

Montrer que E est un sous espace vectoriel de Ro[X], puis déterminer une base et la dimension
de E.

2) On considére la famille de polynémes B’ = (X2, (X + 1)%,(X + 2)?).

2.a) Montrer que %’ est une base de Ro[X]. En déduire un supplémentaire de E dans Ro[X].
2.b) Exprimer les polynomes 1 et X comme combinaisons linéaires des polynomes de %’.
2.c) Soit P =aX?+bX + ¢ € Ry[X].

Déterminer, en fonction de a, b et ¢, la matrice colonne des coordonnées de P dans la
base %’.

D 22 On considére lensemble H = {P € R[X] / (1 - X*)P" —3XP' +15P =0 }.

1) Sans expliciter H, montrer que H est un sous espace vectoriel de l'espace vectoriel R[X].

2) Soit P € H non nul, de degré n € N et de coefficient dominant a,, # 0.
Expliciter le terme de plus haut degré de (1 — X2)P"” — 3X P’ + 15P. En déduire que n = 3.

Indication : on étudiera d’abord les casn =0 et n = 1.

3) Déterminer alors une base de H.

Solution de ’exercice 22
1) Si P=0alors P =P =0et (1—X?)P" —3XP'+15P = 0. Donc Ogx] € H.

Soient P,() € H et A\,u € R. On a, par linéarité de la dérivation :
(1= X)(AP + uQ)" —3X (AP + pQ) + 15(AP + uQ)
= M1 =X*P"=3XP' +15P) +4u((1 - X*)Q" - 3XQ' +15Q) = 0.

=0 car PEH =0 car QeH

Donc AP + u@ € H et H est stable par combinaison linéaire.

Donc | H est bien un sous espace vectoriel de R[X] |.

2) Soitn € Net P=a, X" +--- 4+ ap € R[X] tel que a,, # 0.
Sin=0,P =P'=0et (1 - X2%)P"—~3XP +15P = 15ag # 0. Dans ce cas, P ¢ H.
Sin=1,P =a;, P"=0et (1-X?)P"—3XP +15P = 12a1 X + 15ag # 0. Dans ce cas, P ¢ H.
Sin > 2, le terme de plus haut degré de (1 — X?)P” —3XP' + 15P est
—n(n —1)a, X2X"? - 3na, X X" + 150, X™ = (—n? — 2n + 15)a, X"
Si P € H alors (1 — X?)P" —3XP'+ 15P = 0 et donc —n? — 2n + 15 = 0, car a, # 0.

L’équation —z2 — 22 + 15 = 0 a pour racines évidentes 3 € N et —5 ¢ N.

Donc | si P € H est non nul alors son degré est n =3 |.
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3) Soit P =aX3?+bX?2+cX +d€R3[X]. Ona: P =3aX?+2bX +cet P’ =6aX + 2b.
PeH

(1 —X?)(6aX +2b) —3X(3aX? +2bX +¢) + 15(aX® +bX* +cX +d) =0
X% + (6a + 12¢) X + (2b+ 15d) = 0

b=d=0eta=—-2¢

rru

P=—2cX3+cX =c(—X3 + X).

Donc | H =Vect(P), avec P, = —X3 + X |

D2 3 On note M3 (R) le R-espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels, 02 sa matrice
nulle et Iy sa matrice unité.

On rappelle que le sous espace vectoriel engendré par N,P € My(R) est noté Vect(N,P).

. . (1 1 (10 (0 1
OHCOHSldeI‘eleSInatI‘ICGSA—<1 1 ),K-(O 0>etL—<0 0>.

On note C(A) 'ensemble des matrices de Mz (R) qui commutent avec A. Ainsi,

G(A) = {M S MQ(R)/ AM — MA = 02}.

1) Montrer que C(A) est un sous espace vectoriel de Ma(R).

a b
2)PourM—<c d

d=a— 2b.

) € M3(R), montrer que AM = MA si, et seulement si, ¢ = b et

En déduire que C(A) = Vect(Is,J), ou J est une matrice a déterminer.

3) Montrer que Ms(R) = C(A) & Vect(K,L).

Solution de ’exercice 23

1) On a A0y — 024 = 05, donc 05 € G(A)
Soient M,N € C(A) et A,p € R. On a :
AM + uN) — (AM + uN)A = A (AM — MA) 441 (AN — NA) = 0,.

=02 car M€C(A) =02 car NeC(A)

Donc AM + uN € C(A) et C(A) est stable par combinaisons linéaires.

Finalement, | €(A) est un sous espace vectoriel de My(R) |.

2) SoitM:<Z b)GMg(R).Ona:AM:(a+C b+d>etMA:<a+b “_b>.

d a—c b—d c+d c—d

a+c = a+b

B b+d = a-—0» c = b
Donc M € C(A) <= AM = M A <~ d—c — c+d <:>{d — a—9 "
b—d = c—d
a b 10 0 1
DoncMeG(A)@M—(b a_2b><:>M_a<0 1>+b<1 _2)-

Donc | €(A) =Vect(Iz,J), ou J = < 0 1 > )
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a b

3) Soit M = < . d ) € Mz(R) et z,y,2,t € R. On a :

(xly +yJ) + (2K +tL) = ( vtz Y+t )

Y T —2y
rT+z = a z = a—2c—d
Donc M = (zly +yJ) + (2K + tL) < y+t z l; PN ty z (C)_c
r—2y = d r = 2+d

Donc toute matrice de Ma(R) s’écrit de maniére unique comme somme d’une matrice de C(A) et d'une
matrice de Vect(K,L).

Donc | My(R) = C(A)®Vect(K,L) |.
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