PTSI1 Chapitre 19

Analyse asymptotique

1 Relations de comparaison : cas des fonctions

2 Développements limités

Dans cette partie, f est définie sur un intervalle I, et a € R est élément ou extrémité de 1.

2.1 Développement limité en a

Définition 1. Soit n € N.

On dit que f admet un développement limité & 'ordre n en a, noté DL, (a), s’

existe des réels ag,a1,...,a, tels que

f(z) = ao+ai(z—a)+ - +ap(z—a)" +o((x—a)").

T—a
Dans ce cas, 'expression polynomiale P,(z —a) =ap +a1(z —a) + -+ + ap(x — a)"

est la partie réguliere du DL, (a) de f.

Remarque : Une fonction admet un DL en a a l'ordre 0 ssi elle est continue en a.

Une fonction admet un DL en a a 'ordre 1 ssi elle est dérivable en a.

Propriété 1. Si une fonction f admet un DL, (a) alors celui-ci est unique.

1

Application : DL,,(0) (usuels) Pour tout n € N, . = 1+z+a®+a2° 4+ +2" +o(z")
— T z—
Exemple 1. DL,(0) de —
xemple 1. e
P " I+

Remarque : Le DL, de f en a peut se ramener & celui de h — f(a + h) en 0.

f(x) xjaao—l-ch(x—a) +--+ap(z—a)"+o((x—a)")
< f(a+h) o ag + arh +--- 4 a,h" +o(h").

3

Exemple 2. DL, (1) de f(x) = PR

Propriété 2. Troncature Si f(x) = o+ aj(x —a)+---+ap(x—a)"+o((x —a)")

T—r

alors Vp € [0,n], f(=) =, a0 +ai(x—a)+---+ap(x—a) +o((z —a)).
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Démonstration Vp € [0,n],Vk € [1,n — p], (x — a)PTF = o((x —a)P)
donc apti(z —a)P + -+ ay(x —a)" +o((x — a)") = o((x —a)P)

Propriété 3. Parité Soit f une fonction admettant un DL,,(0).
Si f est paire (resp. impaire) sur I alors la partie réguliere de son DL, (0) ne contient que des

puissances paires (resp. impaires).

Démonstration Soit f une fonction paire admettant un DL, (0) :

f(x) =, % +a1x 4+ apx” +o(z")

On a alors f(x) = f(—x) =00 @@t (=) "apz™ + o (z™)

Par unicité du DL,,(0), agx+1 = —agk+1,Vk tel que 1 <2k +1<n

D’ol agxy1 = OVEk tel que 1 < 2k + 1 < n et la partie réguliere du DL, (0) de f ne contient que

des pu1ssances palres.

On démontre de méme que si f est impaire, agr, = 0, Vk tel que 0 < 2k < n et la partie

réguliere du DL, (0) de f ne contient que des puissances impaires.

Théoréme 1. Formule de Taylor-Young (admise)

(n)
Si fe€™()etaclalors f(a+ h) = fla)+ fl(a)h+---+ ! n!(a)h”—i—o(h").

Remarque Pour la partie réguliére, on reconnait la formule de Taylor en 0.

2 1.3 n

Application : DL usuelsen 0 ¢* = 1+4+z+ x_ + =4+ % + o(x")

xz—0 3!

Démonstration La fonction exponentielle est ¢ sur R et Vo € R,Vn € N, f (")(ac) = ¢€”, donc

f™(0) =1 et le résultat découle immédiatement de la formule de Taylor-Young.

On a vu dans le dernier exercice du TD 17 que toute fonction de R® se décompose de maniere
unique en somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire.
Pour la fonction exponentielle, cette décomposition est e* = chz + shz d’ou les DL, (0) de ch

et sh, en utilisant la propriété 3 :

2 4 2n
1D . on
chzx e 1+ 5 +—+- (2n)! + o(z*")
3 5 2n+1
x> x
hr — rZ T 2n+1
she Spet gty T T g o)
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On peut admettre que la formule du DL, (0) de la fonction exponentielle est encore valable en
remplagant  par iz pour retenir les DL, (0) de cos et sin en prenant la partie réelle et la partie
imaginaire de e!* et en se souvenant que (i)?" = (=1)" et (i)2"*! = (—1)"i.
Bien entendu, comme la fonction cosinus est paire et la fonction sinus est impaire, la partie
réguliere du DL,,(0) de cosz ne contient que des puissances paires et celle de sinx ne contient

que des puissances impaires.

2 4 2n
S T T G (e 2n
cose S Lot b g el
3 5 2n+1
: _ T 1yt 2n+1
sine Sy gt b U gy o™
-1 — 1) (a— 1
(1+2)* = 1+am+Mﬂ:2+---+a(a Jolaznt ):U"+o(ac”), Va € R*.
z—0 2! n!
Démonstration On calcule les dérivées de f(z) = (1 + x)® qui est ¢ sur | — 1, 4o00[ par

récurrence. f'(z) = a(l + x)*~!
Supposons que £ (z) = a(a—1)--- (a —n+1)(1 +2)* ™ 4 unrang n > 1,
on a alors f*D(z) =afa —1)--- (a —n+1)(a —n)(1 4+ 2)* "1 ce qui montre par

récurrence sur n que Vn € N*, f(z) = a(a —1)-- (@ —n + 1)(1 + z)*~"

On obtient donc Vn € N, f(0) = a(aw — 1) --- (& — n + 1) et la formule de Taylor-Young

donne le résultat.

2.2 Opérations sur les développements limités

Propriété 4. Combinaisons linéaires, produit Soit (\, i) € R2.

Si f et g admettent des DL, (0) de parties régulieres respectives P, (x) et Q,(x) alors
1. Af + pg admet un DL, (0) de partie réguliere AP, (z) + pQn(x).

2. fg admet un DL, (0) dont la partie réguliere s’obtient en éliminant tous les termes de

degré supérieur & n du produit P, (z)@Qp(x).

7
Exemple 3. DL3(0) de f(z) = 42° + 2% — 1 + 1

et g(x) = e* cos(z).

Correction Le DL3(0) de 42° + 23 — 1 est —1 + 2 + o(2®) car c’est un polynéme et celui de
7
est 7(1 +z + 22 + 23 + o(23) donc le DL3(0) de f est
x

f(zx) =, 6 + Tz + 722 + 823 + o(2?)
—

Mme Bouquier Page 3/5 Lycée Jean Perrin Marseille



PTSI1 Chapitre 19

2 3 2
DL3(0)dee® = 14+x+ Ty o(x3) et celui de cosz = 1— L o(x3) puisque le terme
z—0 2 6 z—0 2
suivant est de degré 4.

En multipliant et en éliminant toutes les puissances de = supérieure & 3 on obtient le DL3(0)

de g
23
9@) = 1+2—% +o(a)
z—0 3
3
Application : DL3(0) (usuel) tan(z) =t 3 + o(z3).
z—
3
x
3
A . sinx x—g—ko(x ) a3 3 1
Démonstration tan x = = > = (z——+0°) | X —F—— =
cos T z—0 x z—0 6 T z—0
1—7—1—0(3:3) 1—7+0(£C3)

3 2
1
<ac - % + 0(::33)) <1 + % + 0(::33)) en utilisant 1 = 14 u+ o(u) et en posant

— U u—

T
u:7—>010rsquex—>0

On effectue ce produit en éliminant les puissances de x supérieures a 3 et on obtient

3 28
— - 3
tan(z) T R + o(x?)
3
Le DL3(0) de tanx est bien| tan(r) = x+ .y o(z?)
z—0 3

Propriété 5. Composition Si lin%] flx)=0

b d

et si f et g admettent des DL, (0) de parties régulieres respectives P, (z) et Q,(z), alors

go f admet un DL,(0) dont la partie réguliere s’obtient en éliminant tous les termes de

degré supérieur a n de Q, (P, (x)) = Qn o Py(x).

Exemple 4. DL3(0) de f(z) = oSin() ot g(z) = 000s(@)

C 3 3 u u?  ud 3
i i — - 1
orrection sinz 0" +o(z’) e o +u+—+ — +o(z?)

On pose u = x — 5 et on calcule u? et u? en éliminant toutes les puissances supérieures a 3 :

3\ 2
u? = <:U - x_) =22 + o(z?) u = 23 + o(x3) donc

6
. 332
ST = 1424+ — +o(z?)

z—0 2
2 ,172
1——4o(x® ——to(23
etosT — @ 2 o) = ee 2 ol ),Oreu = 1+u+o(u) donc
z—0 x—0 u—0

2
ST = = ¢ 1—x—+0(x3)
z—0 2
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Propriété 6. Primitivation Soit f continue sur I, tel que 0 € I.

Si f admet un DL, (0) alors toute primitive F' de f admet un DL,1(0).

Dans ce cas, si f(z) = ag+aiz+...+ a,x" + o(z™), alors le DL, 1(0) de F s’écrit
0 +

T—r
z? a +1
n

F(:c)xioF(O)%—aox%—al?+...+ann+1+o(;g ).

r? 23 1 z"

Application : DL(0) (usuels) In(l+z) = 2 — —+ —+ -+ (—1)"""— 4+ o(z")
z—0 2 3 n
1

Démonstration Pour tout n € N,  f(x) 1—z+z2 -3+ -+ (=1)"z" + o(2")

- 1+2x :viO

Une primitive de f est F/(z) = In(1 + z) avec F'(0) = 0.

o B 2+l _—
arctan(z) S o=+ (CDg g o™
Démonstration Pour tout n € N,
1
flx) = 522 o0 1—a2?+ 2t — a8+ (=) + o(a™)

Une primitive de f est F(z) = arctan z avec arctan(0) = 0.
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