PTSI1

Correction du devoir maison n° 18

1 — cos(x)

E ice 1 Soit f:x — ———.
xercice oit f:x 1= cos(22)

1. cos(2z) =1 2z =2km, k€ Z < x=kmk €.
‘f est donc définie sur R\{km, k € Z}. ‘

f est paire et 27 périodique. une étude sur 0, 7| est alors suffisante.

2. f est continue sur |0, 7| comme quotient de fonctions qui le sont avec un dénominateur

non nul.
2 2
x 4z
l1—cosz ~ —etl—cos(2x) ~ — =222
z—0 z—0 2

1 -
Donc f(x) o et | f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 1

2
Onposex:ﬂ—l—h,1—cosx:1+coshh:02——

— 2
1 —cos(2z) =1 —cos(2h) ~ 2h?
h—0
2

+ o(h?)

Donc f(z) ~ ——— — +oo donc ‘ f n’est pas prolongeable par continuité en 7T‘
zom 2(x — )2 zow
2 4 4,4 4
2 2
3. 1—cosx = % - % +o(z*) et 1 — cos(27) = 222 — 4—::3 +o(z?) = 222 — % + o(z%)
1 22 9
L eos LT o)
b 2 242 en simplifiant par 22
1 — cos(2x) z—0
2(1—=+o(z2?)
1 2
Or 5 = 1+ 4 o(x?)
x—0 3
1——+o(z?)

2 2 2
Doi f(x) =, i (1 -+ 0(z2)> (1 Fo4 o(w2)> = i (1 + %) +o(a?)

Le prolongement par continuité de f est donc dérivable en 0 et | f/(0) =0

1
L’équation réduite de la tangente a la courbe représentative de f en 0 est y = 1

La courbe représentative de f est au dessus de sa tangente ‘ localement au point

d’abscisse 0 car f(z) — = = = +o(z?) > 0 au voisinage de 0.

Exercice 2

1. La fonction z — — . est dérivable sur R\{1} (fonction rationnelle définie sur R\{1}).

La fonction x — /22 + 1 est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables
(car Vz € R, 22 +1 > 0).
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La fonction f est donc dérivable sur R\{1} comme produit de fonctions qui le sont, et

Vo € R\{1} :

-1 x 2z
! = ——xVa2+1 X

=% -1

@122 11

qui est du signe de ¢(x) = 2% — 222 — 1 car (v — 1)2V22 +1 > 0 sur R\{1}.

¢ est dérivable sur R (fonction polynéme), et Vo € R, ¢/(x) = 322 — 4z = x(3z — 4).

Comme ¢(x) I 23, on obtient le tableau de variation de ¢ :
o0
T —00 0 % 400
o' () + 0 — 0 +
-1 +00
gp(x) / \ N /
—00 ~59

D’apres ce tableau de variation, ¢ < 0 sur l'intervalle | — co, %[ De plus, ¢ est continue
(car dérivable) et strictement croissante sur [%, +oo[ done, d’apres le théoreme de la
bijection monotone, ¢ réalise une bijection de [%, +oo[ sur l'intervalle

¢([3,+00]) = [-32, +00[ qui contient 0. L’équation ¢(z) = 0 admet donc une unique
solution dans R, que 'on note «, et qui vérifie 2,2 < o < 2,3 car ¢(2,2) < 0 < ¢(2,3).

De ce qui précede, on déduit le tableau de variation de f :

x —00 1 « “+0o0

f'(=) - I - 0 +

+o00
\f()/

400 I
f(x) T~ H

—0o0

+oo

z
En effet, —— ~ 1donc f(z) ~ Va?2+1 — +oo.
x—1 £ +oo r—+o0
De plus, zv 22 + 1 — V2 > 0 donc f(z) — +00, par opérations sur les limites.
T— rz—1
D’apres son tableau de variation, la fonction f admet un unique extremum local qui est

un minimum local atteint pour z = a.

2

2. Comme z? — 0, on a : 22+1 = 1—|—x—+0(x2).
z—0 z—0 2
De plus = 14+ z+22+0(z?) donc R - o(z?).
’ 1—x 2-0 rz—1 1—x 2—0
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Par produit de développements limités on obtient : f(x) =, 7%~ 22 + o(x?).
T—

On en déduit que la courbe

¢y admet une tangente 7o au point (0,0), d’équation y = —x |.

De plus f(z) — (—x) =, —2? + o(x?) < 0 au voisinage de 0.

Donc “gf est en-dessous de Ty au voisinage de 0 ‘

1
1 1 I+ ¢ 2+ 1 241

3. Sixz— +oo,alorst=— =0T et tf |~ | = T - x\/ T VIt .
T t 71 V12 1—t t>0 1-—t

1 12 32
Donctf(=) = (14— 2)) (1+t+ ¢t ) = 1+t+— t2).
onc f<t>H0+< +5 +of )>( +t -+t 4 of ))1HO+ +i+ = Fo(t)

1
Donc f(x) = x+1+3+0<—>.
00 x

T+ 2z

On en déduit que la courbe | 4y admet une asymptote D en +o0, d’équation y =z +1|.

3 1
De plus f(z) — (x + 1) oo 07 +o <E> > 0 au voisinage de +o0.

Donc |6 est au-dessus de D au voisinage de +oo |

1
Vite ¢ VBT VA

1 1
4. Six—>—oo,alorst:——>0ettf(—)z
x

- =
‘ I V@7 1t <0 1t
Donc tf ! 1+t2+ ) ) (L+t+t* +o(t?)) 1—t 3t2+ (t%)
onc -] = - — 4o 0 = —1—t——+o(t*).
t /) t—0- 2 t—0— 2
3 1
Donc f(z) = —-x—1——+o0 <—>
T——00 2z €T
On en déduit que la courbe
“ﬁf admet une asymptote A en —oo, d’équation y = —x — 1 ‘
3 1 .
De plus f(z) — (-2 —1) = ——+o0(— ) >0 au voisinage de —oo.
rx——00 2% x

Donc “ﬁf est au-dessus de A au voisinage de —oo ‘
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