PTSI1

Devoir maison n° 20
A rendre le jeudi 18 avril 2024

Soit un entier n > 3, et le R-espace vectoriel £ = R, [X].

On considere l'application A définie sur F par A(P) = P(X +1) — P(X).

k—1
On pose Py =1 et pour k € [[l,n]], P, = H(X - 7).
j=0

—

. Montrer que la famille # = (Py)o<k<n €st une base de E.

2. Calculer A(Py) pour k € [0,2].

3. Montrer que pour tout k € [[1,71]], A(Pg) = kPy_1.

4. Montrer que A est un endomorphisme de F, puis donner sa matrice dans la base 4.
5. Déterminer le rang puis le noyau de A.

6. On souhaite résoudre dans E 1’équation linéaire (x) : A(P) = X?2.

(a) Montrer que si Q1 et Q2 sont solutions de (x) alors Q1 — Q2 est constant.
(b) Calculer P, + P,. En déduire ’ensemble des solutions de (x).

(c) Déterminer ’ensemble des solutions de (%) qui vérifient P(0) = 0.
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