PTSI1

Correction du devoir surveillé n°1

Exercice 1 (6.5 points : 1) 3x0.52) a) 1 b) 13)a) 1.5b) 1.5)
1150 120r 57 5w V3 1
1. a= o 6 6 —?[27r] donc | cos (a) = 5 et sin (o) = -3
4
= —55% = —% — %T =—m+ g [27] donc cos () = — cos <%) et
sin () = —sin <§)
m V2
1+4cos|— 1+ —
cos? (E>: (4> = 2 —2+ 2et cos(z> > 0 donc
8 2 2 4
cos () = Y2EV2
8/ 2
sin (—) Q V2
. (T ™ . (T . (T 4 92 2
sin(—) =cos (= )sin(~=) doncsin (=) = = =
(4) (8) <8) <8) 2COS<%) q/2_‘_\/5 92 2_|_\/§
2 2 2
Finalement, | cos (f) = —i et sin () = — V2
2 22+ V2

_1017T_967T+57T_7[' W[Q]d (v) = si (7r> ¢ sin (7) = (77)
=T =13 =3 g7 onc cos (y) = sin 15 et sin (y) = cos 15

~ . . . U .
Par la méme démarche que celle pour trouver le cosinus et le sinus de Fx on obtient

) 1 ¢ sin (1) 2+ 3
cos (7) = ———= et sin(y) =
2V/2+ 3 2
T 1 2 m 7r 27
2 (2 —f):—f: o2 T prouzs—L=-p
a) cos ( 2z 3 5 cos( ) z—3 [27] ou 2z 3 [27]
@x:g[ﬂ]ouw:——[ﬂ]
b) +37T o (x)_ (7T x)
cos (@4 | =sin( ) =cos (5 — 7
3m T T m x
@.I"‘Z 5——1[27T]OHSU—Z —§+_Z[2ﬂ']
) 3 5 om .8
@sz—Z[QW]ouzx:—ZW[QTr] @xz—i[—ﬂ]oux:—%[g}
x 1 \@ r T 3
. in (= —=—<& €| +2kr; —+2kn[,keZ
3a)sm(2>>ﬁ 5 <:>26]4+ 5 4+ [,k €
3
<:>x6]72r+4k7r;27r—|—4k‘7r[,k62
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b) Attention aux valeurs interdites! Ici 2z # g + ks x# % +

tan(2x) > —1 = tan (—Z) &2 € [—% + 2k ; g+2k7r[u[

km

M kez
SR

4 2

T 3m
@xe[—§+kw;4 S

E—F/{:W[U[f-i-k:ﬂ'; I-l—kﬂ'[,k:EZ

3T

Exercice 2 (6.5 points : 1) 3x 0.52) 6x0.53)a)0.5b)05¢c)1)
o 2 _ . _ .
| e (2 1)‘ _ 4-4-1)(1-2i 1 _9
1+2i )

,_ 5t 341 (54DB+D) ()B4
33— 5—i 10 26

136 +1)(3+1)—5(56+1)@B+1) 8 .

_ = 2 (744

’ 130 g5l 4

™

Cn = <cos (E> +isin (—))n = cos(nm) + isin(nm) = (—1)" pour tout n € N

6 6

car cos(nm) = (—1)" et sin(nm) = 0 pour tout n € N

31+2k7r; 3—7T+2k:7r[,kEZ

2. Déterminer les formes exponentielles des complexes suivants (ol = est un parametre

réel) :
3 3 3

“TIEVE 20/2+1v3/2)  20%

i 9
<1+i>9 V2e s gir  ir
b: - = = e 2 —=e2
1—-1 \/ie—z

ir 3 _im 3 2im
C=—a=¢€e¢" X —-e 3 =—-¢€e3
2 2
. 17T
_3b 36”62 4 5im
d: - = = —€ 3

e = sin(z) —icos(z) = el(==%)

cos(x) — isin(x)

[§]

—ix

= 1 —itan(z)
~ 1+itan(z)
3. P(2) =22+ 322+ 32+ 3 —2i.

a)P(i) = 0.

cos(x) +isin(z)

: ™
& = e~ pour tout = # 5 [7].

b)P(z) = P(z) — P(i) = 23 — 13 + 3(2% —i2) + 3(z — i)

P(z) = (z —1)(z2 +iz +i%) + 3(z —1)(z +1) + 3(2 — i)

P(z)=(z—1)(z +iz2 —1+32+3i+3) = (2 — 1) (22 + (3+1)z + 2+ 3i)

) P2)=0& 2 =iouz2+(3+1)z+2+3i=0

A=B+i)2?-4(2+31)=9+6i—1—-8—12i = —6i =6e 2

§=v6e T =v3-iV3
_ 3+ VBHi(-1-V3)

z92 et 23

i

_ —3—V3+i(—1+3)

2

2
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Exercice 3 (7 points :1) 2x0.5 2) 4x0.254+-2x0.5 3) a) 0.54+0.5 b) 1 ¢) 1 d) 0.5 ¢) 0.5)
Soit p un réel strictement positif et # un angle compris entre 0 et 7 i.e. p > 0 et 6 € [0, 7.
On s’intéresse dans cet exercice & la suite complexe (z,,),,cy de premier terme zy = pel? qui

1
satisfait a la relation de récurrence 2,41 = 3 (zn + |2n]).

1. Si # =0 alors 29 = p et en supposant que z, = p a un rang n, on obtient

1 1
Il = g (2n + |2n]) = 5 (p+ p) = p, donc la suite (z,),,cy est constante égale & p, par

2
récurrence.
Sif=mzg=—p,2z1 =0 et en supposant que 2z, = 0 & un rang n, on obtient
Znil = % (2n + |7n|) = 0, donc la suite (2,),,cy est nulle, a partir du rang 1, par
récurrence.

(o) ) o xen(§) - Y
= — 2 = — 2 = — —_ ) = —
a1= 5 (pe P TAG 5Pe cos 5 Pe
1 (2 %+\/§ 12 I (77) V2 (7r>%
= — —_— —_— = —— COS|— ) = —pcCcos | —
2T\ TP )Tt g) = 2PN/ °
1 (2 <7r) %—I-ﬂ <7T) 12 (W)%X2 <7r>
23 = — —pPCOS | — | € —pPCOS | — = ——pPCOS | — ) e COS | —
375 | 2 PR 9 P\ 972 PO®\g 16
2

\f ™ ™ in
Z3 = ——pPCos (*) COS (7) €16
2 8 16

D’apres la figure, on peut conjecturer que la suite (2,), .y tend vers 0.

3. Etude générale On suppose dorénavant que 6 €]0, .

1
2

La suite (|zp|),cn est alors décroissante. Or c’est une suite de termes positifs, donc elle est

1
a) Pour tout n € N, |2p41| = 5 |zn + |2n]] < = (|2n] + |2n]) = |2n] d’apres 'inégalité triangulaire.
minorée par 0. D’apres le théoréme de convergence monotone, la suite (|zy]),cy est
convergente.

n
i 0
b) Vérifier par récurrence que, Vn € N*, z,, = peTgL H cos (2k>
k=1

: 1 . 1 0
Initialisation Pour n = 1,2, = (pele + ,0) =3P (610 + 1) = fpeg X 2 cos <2>

N
[\

1
i 0 i 0
et pe2%kl:[1 cos <2k> = peT’gL oS <2) donc I’égalité est vraie au rang 1.

n
i 6
Hérédité Supposons que z, = peTfl H coS <2k> a un rang n,
k=1

n
0
on a alors |z,| = pH | cos <2k> |

k=1
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0 0
Or 6 € [0, 7], donc ok € [0, ;T] et cos <2k > 0 pour tout entier k > 1

Donc zp41 = (pe2" H cos <2k_> + pH coS <2k>>
1 0 i
Zn+l = 2p’:£[1 cos <2k> (eTz + 1)

i6 i6
Or e2” +1 = 2cos (2,[%) e2" et I’égalité est démontrée au rang n + 1.
Par récurrence, 1’égalité est vraie pour tout n € N*.

0
c) Montrer également que, Vn € N*, H cos ( 2k) =

sin 6 0
Initialisation pour k =1, > = Cos <2> donc I’égalité est vraie au rang 1.

. 0
2sin (2

0 0
Hérédité Supposons que H cos < k:) L()e a un rang n, on a alors
Pt 2 2m sin (2—”)

TﬁCOS( >_Sin@XCOS<9>
2k’ - 2 gin (2%) on+1

() )

n+1 .
sin (6
D’ou H cos <> = '—()9 et I’égalité est démontrée au rang n + 1.
2ntlgin (W)

Par récurrence, 1’égalité est vraie pour tout n € N*,

d) En déduire la limite de (|z,|),,cn (Cf a)). (On rappelle que e tend vers 1 lorsque X

tend vers 0 ).
- 0 sin(6)
|zn] = p| | cos <> =p———
kl;[l 2k 27 sin (&)

0
Or 2" sin <20n> = 22 ) x 0 — 0 lorsque n tend vers 400
on

)

sin(X)

0
car — — 0 et
27’L

sin 6
Donc |z,| tend vers Py lorsque n tend vers +oo.

e) Vers quoi tend la suite (Arg (zy,)), oy des arguments de (2,)

tend vers 1 lorsque X tend vers 0.

nen | ? En déduire la limite de

(2n)pen POUT tout 6 €]0,7].

6
[27r] — 0 lorsque n tend vers 400, donc lim z, = psm

arg(zn) N 2 n—+00 0

Mme Bouquier Page 4/4 Lycée Jean Perrin Marseille



