PTSI

Correction du concours blanc n° 2

Partie 1
Exercice 1
1.
S S s s + S —
_ — — = U U = -
2(N+1) — 92N 2NH2 7 22N T RN TN T e N T T 6N £ 7
1 1
SaN+1)+1 — SoN+1 = San43 — 2N+l = UsN42 +UaN+3 = o 7 6N+10 "
1

Soni1— San = =— — 0
ANHL T O = N T TN N

(Son) est décroissante, (Son1) est croissante et Sony1 — Soy  —> 0

N—+o00

Donc ‘ les suites (San) et (San41) sont adjacentes.‘

D’apres le théoreme de convergence des suites adjacentes, (San) et (San41) convergent

et ont la méme limite S € R. Or (Sy) = (San) U (San+1)

On en déduit que la suite (Sy) converge vers S et donc |la série Zun converge.

1 1
/ (—x?’)odx = / 1dz = 1 = ug et pour n € N*,
0 0

o [ (S5 -2

—0=u,.

1
Donc |u, = / (—23)"dz pour tout n € N,
0

4. Soit N € N. Par linéarité de l'intégrale, on a

Sy =

Sy =

Z/ ”dx—/ ”dx et

14 _ (_..3\N+1 1 1/ .3\N+1
/W’dx:/ 1dx_/ )7 g
0 1—(—l‘) 0 1+x3 0 1+$3

Donc | Sy =1 — Jy,

1 1 3\N+1
1 _
oﬁI:/ dx et JN:/(x)dx
0 1+CL’3 0 1-'—.173

5. Soit N € N. Par l'inégalité triangulaire,

1 3\N+1 1 3\N+1 1 .3N+3
—X T T
vl < [ 1S g = [ @ g o de

0 1 + ﬂc3 0 1 —+ Q?B 0 1 + ZES
~—_———
>0 sur [0,1]
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3N+3
< x3N+3.

Pourtoutme[0,1]0nax320d0ncl+x321et1 3
x

ar croissance de 'intégrale
P de 'int le,

$3N+4

1
= — 0
3N+4J0 3N +4 N—+oo

1
0§|JN§/ :173N+3da?:{
0

Donc| lim Jy = 0] par encadrement.
N—+o00

Soient a,b,c € Ret z € R\{-1}. Onax+1#0, 22 —2+1#0 (A=-3<0)et

1 a bx + ¢
1+ 23) = 1)(2? — 1)d =
(I+z°)=(x+1)(z* —z+ )onc1+x3 x+1+1:2—3:+1

1
En multipliant par x + 1 puis en remplacant  par —1, on obtient a = 3
Pour le calcul de b et c,

e on peut remplacer x par 0 ce qui donne a + ¢ = 1 et multiplier par x puis prendre les

1 1 2
équivalents en +oo, on obtient a +b = 0. D’ou |a = 3 b= -3 et c = 3

e ou on peut utiliser les complexes :

En multipliant par 22 — z + 1 et en remplacant = par on obtient
1 1+iv3 2 1+iv3

- =b +l\f+c<:> - =b +1\[+c<:>

14+iv3 3+1vV3 2
+1

2
2(3—1v3) 1+iV3 1 1-b 2

19 5 +c<= 3 puis ¢ 5 3

On peut aussi tout mettre au méme dénominateur et résoudre le systeme.

Donc |Vz € R\{—1}, LI

1 1 1 r— 2
1423 32+1 3 z2—zx+1]
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7. On en déduit que

1 1 1 2z—4
I = —. - —. d
/03x+1 6 22—z +1 "
/11 1 1| 2z-1 3
= . - = — dx
0 3xz+1 6 |22—x+1 1\? 5
<CC—> +Z
L 2
1
1 1 1 2z — 1 2
— / _Z 7296 —2V3 /\/32 dx
0 3z+1 6 |zc—x+1 <2:c—1) 1
i V3
1 2 1 '
p —
= |ZIn(lz+1)) = =In(|2® -z + 1 —i—arctan()
[3 ( ) (1 ) Vi |,
1 2 1
= —1In(2)+ \/garctan —
3 3 V3
1 In(2
arctan <\/§>—gdon0 I:nﬁl}g})Sn: n:()))—i-ﬁg/g
. 1 1
Exercice 2 I =]0;+o00[ et h(t) = <t + 2> In <1 + t)

1.(a) Vt > 0,1+ 1/t >0et t+#0. Donc h € €%(I) comme produit de composées de

(+4)

Cette limite n’étant pas finie, h n’est pas prolongeable par continuité en 0.

fonctions de classes €2.
(b) lim = —et lim

1
t4+ =
t—04 ( + 2> 2 t—04

produit de limites.

= 400 donc lim h(t) = +oo par composition et
t—04

(c) Pour tout t > 0,

ol
1 2 1
ln<1+>>: L T2
< t 1+1 -+t
t
Rt)=In(1+= t+5 =+ ) =g
() n<+t>+(+2>xt2+t n<+t) 262 +1)
W= L 1A+ - @417 1
24t 2 (% +1)2 2+ e)?
1 2t +1 1
Done |Vt € I, W'(t) =In {1+~ ) — Wi(t) =
onc , (1) n<+t> 22 19t © ®) 2(t2 +1)?
1 1 1 1 1
(d)tt_:éo()doncln<1+t)+~ooteth(t)+Noot<t+2 =5 ok
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2t+1 2t 1
275271:% fodbv i donc R/ (t) il 0, par opérations sur les limites.

Finalement on a | h(t) R 1et W (t) s 0
—+00 —+00

1
2 2 —
(e) Vt S [, 2(t + t) > 0 dOHC h//(t) = m > O

Donc h' est croissante sur I, et h'(t) o 0. On en déduit que ’Vt el, () < O‘
—400

(f) Donc h est décroissante sur I, et h(t) — 1. On en déduit que ’Vt el, W) > 1‘

t——+o0
2 g8 1
(g) In(1+ ) ST + 3 + o(x3) et e 0 donc, par composition,

nt) = (e+ )2 Lo Ly,
Oz \tts )it tols

1 1
D = 14— — -1
onc h(t) sltpete <t2> et | h(t)

1
oo 1262

> 0 pour tout n, donc ‘la suite (o) est croissante.

2. (a) Onp+1 — Op = m

1
(b) La fonction f : ¢ +— 2 est continue et décroissante sur [1, +oo[ donc, pour tout

entier naturel k£ > 1 et pour tout x € [k, k + 1]

1 1 1

— <
(K+1)2 = 2 = k2

et en intégrant sur U'intervalle [k, k + 1], de largeur 1 on obtient

1 </k+1dt<1
Gr1zS/) 25

(¢c) En sommant cette inégalité pour k allant de 1 & n puis en utilisant la relation de

Chasles pour la somme des intégrales, on obtient

1 n+1
0”+(n+1)2_1</1 ﬁéandonc,pourtoutnEN,

Donc

<1-——— 1 4|2 =2 - <2
on (n+1)2+/1 P2 mr 1z |71, 12 n+l

La suite (oy,) est alors croissante et majorée par 2 donc

Un, nle  (n+1)""n+1  (n+1)le"(n+ 1)n+s

ntlar 1 [ 1}"“ 1 1

3. (a) Soit n € N*, = X =
(a) Upt1  n/n (n+1)lentt n”*é(n +1)le” x e
1
Donc —" :<1+> X — et 1n<vn>:h(n)1
Un+1 n € Un+1

1
(b) D’apres le résultat de la question 1. (e), In (U:T+Ll> =h(n)—1 Wl Tom2

De plus h(n) —1 > 0Vn > 1 d’apres la question 1. (f)
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- . 1 :
La série de Riemann g — converge donc ‘ (Sy) converge vers un réel S|, car tout
n

est positif.

n

(c) Soit n € N*. S,, = Z [In(vg) — In(vkt1)] = In(v1) — In(vy41), comme somme

k=1

télescopique. Comme v; = e, ‘pour tout n > 1,5, =1 —1In(v,41) ‘

Pour tout entier n > 2, In(v,) =1—S5,-1 — 1 —S. Par continuité de la fonction

n—-+o0o

exponentielle, la suite ‘ (vp) converge vers C' = e =5 > ()‘

| T
(d) On en déduit que v, = e

_— ~
n"y/n n—+oo

Cn™\/n
Par produit, |n! ~ i

n—+o0 el

(e) On en déduit que (n!)? ~

n—+o0o e2n

(nh)?

Par quotient on obtient

Par la formule (F), en multipliant par /2 x 4™ //n, on obtient | C' = /27

C2n2n+1

et (2n)!

n—-+00

Cvn

(2n)! n—too /2 x 47

(f) En utilisant les deux résultats précédents, on a n!  ~
n—-+oo en

On en déduit la formule de Stirling :

C(2n)2"tz

eQn

2mn"\/n

n!

~Y
n——+o00

2mn (

n)n
e
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