PTSI1 Chapitre 02

Nombres complexes I

Dans tout ce chapitre, i est un nombre vérifiant i> = —1 et le plan est muni d’un repere
orthonormé direct (O, @, 7).

1 Forme algébrique d’un nombre complexe

Définition 1. Un nombre complexe est un nombre pouvant s’écrire z = x + iy, o x et y sont
des nombres réels. Cette écriture est appelée forme algébrique de z.
x et y sont appelés respectivement partie réelle et partie imaginaire de z, notés

respectivement Re(z) et Im(z).

Notations L’ensemble des nombres complexes est noté C.
L’ensemble des nombres imaginaires purs, qui s’écrivent z = iy avec y € R, est noté iR.

Remarque R C C et iR C C.

Proposition 1. Pour tout z,2' € C, ze€ R <= Im(z) =0 z € iR <= Re(z) =0

z=7 <~ (Re(z) = Re(Z) et Im(z) = Im(z’)).

Les opérations de R s’étendent naturellement & C, en tenant compte du fait que i = —1.
q o . . . 3—i
Exemple 1. Ecrire sous forme algébrique les nombres z; = (1 +1)(2 + 3i)(1 —1i) et 2z = T
i
2 Représentation géométrique des nombres complexes
Définition 2. Soit un nombre complexe z = x + iy,
ouz,y€R. , M (z + iy)
Le point M de coordonnées (x,y) est appelé point . :
. o i :
image de z ou point d’affixe z. A :
Le vecteur @ de coordonnées (z,y) est appelé vec- v >
teur image de z ou vecteur d’affixe z. 0 x x
Proposition 2. Soient A, B deux points du plan et U, ¥ deux vecteurs.
Lozgig =29 t+2p et pour tout k € R, 2z, = k2.
2. 23 =2B— 24 et le milieu I de [AB] a pour affixe zj = @.
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Exemple 2. A et B ont pour affixes respectives z4 = 2 +1iet zg = 3 + 3i.

1. Déterminer I'affixe de C' tel que OABC est un parallélogramme. Quel est son centre ?

— 1= == 1
2. Calculer les affixes des points A’, B’ et C’ tels que OA" = — 5 OA, OB = — 5 OB et

H 1
oc" = -3 OC'. Que dire du quadrilatere OA'B'C’ ?

3 Conjugaison et opérations

M(Ez=x+1
vl ( Y)
Définition 3. Soit un nombre complexe -
z=x+1iy,ou z,y € R. T
Le conjugué de z est le nombre complexe 0] o
défini par Z = x — iy.
M (z=x—i
—y ( y)
Proposition 3. Pour tout 2,2’ € C
1.Re()zz—;z et Im(z):Z;Z 222eR<=zZ=z z€iR<=Z=—2
i
_ 2

3.Z2=2z et 2z= {Re(z)} + [Im(z)} eRy
4242 =242 2—2=7Z—42 zxiZ=Zx2 et sz #0, ( /> :i/

z
Exemple 3. Pour z € C\ {2i}, on pose f(z) = : +21_. Déterminer ’ensemble des points M

z—2i

d’affixe z vérifiant f(z) € iR.

4 Module et opérations

Définition 4. Soit un nombre complexe z = = + iy, ou =,y € R.

Le module de z est le nombre réel positif défini par |z] = /22 + y? = V/2Z.

—
Remarque : Si M et @ ont pour affixe z alors |z| = OM = HOMH =V - = ||

Proposition 4. Si A et B sont deux points du plan et si r € R alors

Mme Bouquier Page 2/6 Lycée Jean Perrin Marseille



PTSI1 Chapitre 02

—_

I

oa— el = AB = | 4B

2. M d’affixe z est sur le cercle de centre A de rayon r ssi |z — z4| =7
3. M d’affixe z est sur le disque de centre A de rayon r ssi |z — za| <r

4. M d’affixe z est sur la médiatrice de [AB] ssi |z — z4| = |z — zB|

Exemple 4. Déterminer et tracer I’ensemble des points M d’affixe z vérifiant :

a) |z +2i| =2 b) |z —1+1i| = || c) [1+iz| <1

Propriété 1. Pour tout 2,2’ € C,
1
L |zP=22 et |z =7 2.z =0<=2=0 z|=1<—=z=-
z

3. Re(z) <|Re(2)| <|z| et Im(z)<|Im(z)| <|z|

||

=-— et sineN, 2" =]z|"

Ed

z
I

4. |z x| =zl x ||, stz #0

i 1
Exemple 5. Pour z € C\{—i}, on pose f(z) = 1z + T Montrer que a) [f(z)|=1<=z€R
iz —

b) [f(2)] < 1<= Im(z) > 0. Interpréter géométriquement ces résultats.

N(z+2)

M)
Propriété 2. Inégalité triangulaire )
Pour tout z,2"' € C, |z + 2| <|z| + |7/ /,’ |2+ 2] 2|

Z, //
avec égalité ssi 2’ = 0 ou z = k2’ avec k € R.. | ,|/

v || M(z)

0

Exemple 6. Montrer que Vz,2' € C, |z| + |2/| < |z + 2/| + |z — 2/|. Interpréter ce résultat.

5 Equations du second degré

Théoréme 1. (et définition) Pour tout nombre complexe A non nul, ’équation 22 = A admet

deux solutions complexes opposées. Celles-ci sont appelées racines carrées de A.

Remarque : L’écriture v A ne s’utilise que pour un réel A positif et désigne I'unique réel positif

dont le carré est A.

Exemple 7. Déterminer les racines carrées de 8 — 4i.
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Théoréme 2. (et définition) Soit P(z) = az? + bz + ¢ (forme développée),
ou a,b,c € Cetas#0.Pourtout z€ Con a:

1. P(z) =a [(z —20)? — 40,2} , Ol 20 = ;—a et A = b? — 4ac (forme canonique).

) —b+4
y B2 =
2a 2a

Le nombre A est appelé discriminant de 1’équation du second degré P(z) = 0.

2. P(z)=a(z—21) (2 —22), 0u 21 = et 62 = A (forme factorisée).

e Si A =0, cette équation a une unique solution, zg, appelée racine double.

e Si A # 0, cette équation a deux solutions distinctes, z1 et 2o, appelées racines simples.

Exemple 8. Résoudre : a) 222 —32 —1=0 b)22+2+1=0 c) 22 +2iz—-3+i=0

Propriété 3. Somme et produit des racines Soit P(z) = az? + bz + ¢, ot a,b,c € C et a # 0.

c
21 et zo sont les solutions de ’équation P(z) =0 ssi 21 +20 = — et 21 X 29 = —.
a a

Exemple 9. Résoudre I’équation 22 + 4z — 5 = 0 le plus rapidement possible.

Corollaire 1. Si on connait la somme s = z; + 29 et le produit p = z; X 29 alors

2

z1 et zo sont les solutions de ’équation 2° — sz + p = 0.

Exemple 10. Déterminer tous les rectangles de périmetre 16 et d’aire 1.

6 Nombres complexes de module 1

Définition 5. L’ensemble des nombres complexes de module 1 est noté U= {z € C/ |z| = 1}.

Conséquence : ze€U<«= J0 € R, z=cosf +isind

6.1 Notation exponentielle

0

Définition 6. Pour tout § € R, on pose e = cos@ +isin6

Propriété 4. Pour tout 0,6 € R et n € Z, ¢ =¢? < ¢’ =0 [27]
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M'(cos ' + isinf)

Propriété 5. Pour tout 6,6’ € R
- . " / . /
etne, ef=eY M7 (cos(6 + ') + isin(6 + 6)) M (cosf + isin @)
il 5 ol — i(0+6") =
i0

o 0 i

(ew)" _ i(n0)
2\ 12

Exemple 11. Soit z1 = 1+iet 2o =1+ iv/3. Calculer Z = <1> et les racines carrées de zs.
22

6.2 Applications en trigonométrie

Propriété 6. Formule de Moivre V0 € R, Vn € Z, (cosf+ isinf)" = cos(nf) + isin(nd).

Exemple 12. Ecrire cos(3z) comme polynoéme en cosz. En déduire la valeur de cos (%)

0, _—i0 0 —if
Propriété 7. Formules d’Euler V6 € R, cosf = % et sinf = %
i

Exemple 13. Linéariser cos?(t). En déduire la valeur de I'intégrale I = / cos>(t)dt.
0

Propriété 8. Factorisation par I’angle moitié
. 0\ . . 0\ .
1. V9 eR, 1+ €% =2cos (2> e et 1—ef = _2isin (2) els .

2. Vp,qeR,e? +ev=2cos I%ei¥, et eP —el9=2isin

:ptq
P—4 e

Exemple 14. Calculer C,,(0) = Zcos(kﬁ) et Sp(0) = Zsin(kz&)
k=1 k=1

7 Nombres complexes écrits sous forme exponentielle

7.1 Forme exponentielle d’'un nombre complexe non nul

Définition 7. Soit z un nombre complexe non nul, ) M (reig)
de module r = |z| > 0. v
r
La forme exponentielle de z est z = reig, oud € R.
0

Tout nombre # vérifiant cette relation est appelé ) -

U
argument de z et noté arg(z).
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Remarque : Si M est le point image de z € C* alors (W, O—]\f) = arg(z) [27].

Propriété 9. Pour tout z,2’ € C*, on a 2/ = z <= (|| = |2| et arg(s) = arg(z) [27]).

Exemple 15. Déterminer le module et un argument des nombres z = 2 — 2i et 2/ = —3e'5.

Propriété 10. Soit z = a +ib, ot a,b € R*. Si |z| = A et arg(z) = ¢ [27] alors on a :

Vit € R, acos(t)+ bsin(t) = Acos(t — ¢).

Exemple 16. Déterminer "amplitude et la phase du signal u : ¢ — cos(t) — v/3sin(t).

Propriété 11. Pour tout 2,2’ € C* et n € Z, on a :

1. z € R* <= arg(z) =0 [n], z € iIR* <= arg(z) = g [7]
2. arg(z) = — arg(z) [27], arg(z x 2') = arg(z) + arg(z’) [27]
arg (;) = arg(z) — arg(2’) [27], arg (2") = narg(z) [27].

Exemple 17. La suite (z,,) est définie par zo =1 et Vn € N, 2,41 = ez,

Pour quelles valeurs de n € N a-t-on z, € R?

7.2 Applications en géométrie plane

Propriété 12. Soient A, B et C' trois points du plan distincts deux a deux. Alors on a :

AC ot (AB,AC) — arg (M) 27,

2C — kA
ZB — %A

E_ ZB — ZA

Exemple 18. Soient A et B d’affixes respectives a = —2 +4i et b= (=1 — 2v/3) +i(2 — V/3).

Déterminer la nature exacte du triangle OAB.

Mme Bouquier Page 6/6 Lycée Jean Perrin Marseille



	Forme algébrique d'un nombre complexe
	Représentation géométrique des nombres complexes
	Conjugaison et opérations
	Module et opérations
	Équations du second degré
	Nombres complexes de module 1
	Notation exponentielle
	Applications en trigonométrie

	Nombres complexes écrits sous forme exponentielle
	Forme exponentielle d'un nombre complexe non nul
	Applications en géométrie plane


