PTSI1 Chapitre 03

Fonctions d’une variable réelle

Dans tout ce chapitre, le plan est muni d’un repeére orthonormé direct (O; 7, j ).

)

1 Généralités sur les fonctions réelles

Dans ce qui suit, f est une fonction a valeurs dans R et définie sur une partie Dy de R, appelée

, .. D f — R
ensemble de définition de f :
x> f(z)
, . , . N -
On note C sa courbe représentative, appelée aussi graphe de f, dans le repere (O; i, j ) :

Cf:{M(.%',y): y = f(x), wEDf}:{M(J:‘,f(J:’)), .CI}GDf}.

1.1 Parité et périodicité

Définition 1. 1. On dit que f est paire si Vo € Dy, —x € Dy et f(—x) = f(x).

2. On dit que f est impaire si Vo € Dy, —x € Dy et f(—x) = —f(x).

Conséquence : Le graphe d’une fonction paire est symétrique par rapport a (Oy), celui d’une
fonction impaire est symétrique par rapport a O. On peut alors étudier f sur Dy N R, puis

compléter la courbe par symétrie.

Exemple 1. Dans chaque cas, déterminer le domaine de définition de f et étudier sa parité :
3
a) f(x)

xT

=T b) f(z) = Va2 -1

Définition 2. Soit T' € R*. On dit que f est T' périodique si

Vo€ Dy, +T € Dyet flxa+T)= f(x).

Conséquence : Le graphe d’une fonction T-périodique est invariant par les translations de
_>
vecteurs kT i , k € Z. On peut alors étudier f sur [0,7] ou [—T1/2,T/2], puis compléter la

courbe par ces translations.

Exemple 2. Etudier la périodicité de la fonction u : t — Asin (wt — ¢), ot A,w € R* et p € R.

1.2 Fonctions et relation d’ordre sur R

Définition 3. Une fonction f est dite :
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1. majorée s’il existe un réel M tel que Vx € Dy, f(x) <M
2. minorée s'il existe un réel m tel que Va € Dy, f(x) >m

3. bornée si f est majorée et minorée.

Théoreme 1. Soit I C Dy. La fonction f est bornée sur I ssi il existe K € Ry tel que

Veel, [f(z)] < K.

2 — cos ()

T2 est bornée sur R.
T

Exemple 3. Montrer que la fonction f : x —

Définition 4. Soit I C Dy. La fonction f est dite :
1. croissante sur [ si pour tout a,be€ I, a <b= f(a) < f(b)

strictement croissante sur [ si pour tout a,b € I, a <b= f(a) < f(b)

2. décroissante sur [ si pour tout a,be€ I, a <b= f(a) > f(b)

strictement décroissante sur [ si pour tout a,b €I, a <b= f(a) > f(b)

3. monotone sur [ si f est croissante sur I ou décroissante sur I.

1.3 Opérations sur les fonctions

Définition 5. Soient f: D - R, g: D - Ret A € R.
1. On note f + g la fonction définie sur D par f+g:x+— f(z)+ g(z)
2. On note Af la fonction définie sur D par Af :z — Af(x)

3. On note fg la fonction définie sur D par fg:x+— f(z)g(x)

4. Si g ne s’annule pas sur D, on note i la fonction définie sur D par i Tx fEfE;
g g g\x
Définition 6. Soient f: I — Ret g:J — R telles que Vz € I, f(z) € J.
. C e I —R
On appelle composée de f et ¢ la fonction définie par go f :
z — g(f(z))

Exemple 4. Soit f : z +— 1 — 22

1. Ecrire f comme composée de deux fonctions.
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2. Dresser le tableau de variation de f puis tracer 'allure de son graphe.

3. En déduire celui de z — f(z) +2, z — f(x +2), z — f(z—2), . — f(22) et x — 2f(x).

1.4 Asymptotes horizontales et verticales

Définition 7. Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [zg ; +o00[ ou
| —o00; o[- Si lim f(z) =b (respectivement lim f(x) = b) alors on dit que la courbe de
T—+00 T——00

f admet une asymptote horizontale d’équation y = b en +oo (respectivement en —oo).

Définition 8. Soit f une fonction définie sur un intervalle I et @ € I. Si lim f(x) = +oo alors
r—a

on dit que la courbe de f admet une asymptote verticale d’équation z = a.

lim f(2) = +o0 | lim f(@) =1
J La
: ,,,,,,,,,,,, g
: y=1 l
,//,/ |
T =aq

Méthode Limite d’une fraction rationnelle en I’infini : elle est donnée par la limite du

quotient de ses termes de plus haut degré.

20 —x 41
= ——— €n
322452 —3

Exemple 5. Déterminer les limites de la fonction f définie sur R par f(z)

+00 et en —o0.

2 Calcul des dérivées et applications

Dans ce paragraphe, I et J sont des intervalles de R.

Définition 9. Soit f une fonction définie sur I.

f(z) = f(a)

r—a

On dit que f est dérivable en a € I si

admet une limite finie lorsque x — a.

Dans ce cas, cette limite est appelée nombre dérivé

de f en a et notée f'(a) ou j—f(a).
x
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Propriété 1. 1. Si f est dérivable en a € I alors la courbe C'y admet une tangente en
A(a, f(a)), de pente f'(a), et d’équation y= f'(a)(z —a)+ f(a).
2. i lim L&) =@

T—a Tr—a

Ala, f(a)).

= Fo00 alors la courbe €'y admet une tangente verticale en

Exemple 6. Déterminer, si elle existe, une équation de la tangente a la courbe ¢y en 1 :

a) fraor ot b) f:x— V1 —2?

Définition 10. Soit f une fonction définie sur 1.

On dit que f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point a de I.

Dans ce cas, la fonction f': x> f’(x) est appelée fonction dérivée de f sur I.

Dérivées usuelles

fonction f domaine de dérivabilité dérivée
fx) =k keR R f(x)=0
flz)=2",neN R f'(z) = na™ 1
fla) = V& E: fla)= 5o
+ NG
1 1
—— R* / -
fa) =1 fa) =
Propriété 2. Si f et g sont dérivables sur I alors
1. f+gest dérivablesur I et (f+g) =f' +¢
2. pour tout A € R, A\f est dérivable sur I et (A\f)' = \f’
3. fg est dérivable sur I et (fg)' = f'g+ f¢
! [ !
4. si g ne s’annule pas sur I, S est dérivable sur [ et <f> = M
g g g

Propriété 3. Soient f: I - Ret g:J — R telles que Yz € I, f(z) € J.

Si f est dérivable sur I et g est dérivable sur J, alors g o f est dérivable sur I et

Veel, (gof)(x)=f'(x)xd(f(x)).

Mme Bouquier Page 4/10 Lycée Jean Perrin Marseille



PTSI1 Chapitre 03

Cas particuliers : Soit v : I — R dérivable sur I. Alors :

1. pour tout n € N*, la fonction u™ : z +— (u(x))™ est dérivable sur I et (u") = nu'u""!

u/

2\/u
3. siax+bel,Vre J, lafonction g: x — u(ax + b) est dérivable sur J et Va € J,
g (z) = au/(ax +b)

2. si u(z) >0, Vo € I, la fonction /u : z — /u(z) est dérivable sur I et (v/u) =

Exemple 7. Déterminer la dérivée de f: x — (1 —3z)7 et celle de g : x — 22v/1 — 2.

Propriété 4. Soit f : I — R dérivable sur I.

1. Si f’ est positive sur I et ne s’annule qu'un nombre fini de fois, alors f est strictement

croissante sur I.

2. Si f’ est négative sur I et ne s’annule qu’un nombre fini de fois, alors f est strictement

décroissante sur I.

3. Si f/ est nulle sur I, alors f est constante sur I.

Remarque : On peut étre amené a étudier le signe de la dérivée de [/, notée f” et appelée

dérivée seconde de f. On définit par récurrence les dérivées k-iemes de f :

fO = f et Vk e [[1,12]], f*=1) est dérivable et fF) = (f(kfl))/

Plan d’étude d’une fonction : pour une fonction réelle f : x — f(x).

e Domaine de définition.

e Parité et périodicité, réduction éventuelle du domaine d’étude.

e Domaine de dérivabilité, dérivée, signe de la dérivée et Tableau de variation.
e Limites aux bornes, asymptotes verticales ou horizontales éventuelles.

e Tracé des éventuelles tangentes horizontales et asymptotes verticales et horizontales.

e Tracé du graphe de f.

X

Exemple 8. Etudier la fonction fix— ——.
zt+1
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3 Etude de fonctions usuelles

3.1 Fonction exponentielle

La fonction exponentielle est 1'unique fonction déri-
vable sur R vérifiant 4’ = y et y(0) = 1. Elle est notée

exp:x+— e’

Propriété 5. Pour tout a,b € R et n € Z,

>0 e0th = eteb b=

Propriété 6. La fonction exponentielle est dérivable sur R et Vz € R, (e*) =e

Si u est dérivable sur I alors e* : z — e*“(®) est dérivable sur I et (e*) = u/et

T

Propriété 7. lim e* =+o00 lim e¢* =0
T—>+00 T——00

3.2 Fonctions cosinus et sinus hyperboliques

Les fonctions cosinus et sinus hyperboliques sont dé-

finies par

x —z T _

ch:xw%etsh:xr—)e

Propriété 8. ch est paire, sh est impaire, et pour
tout x € R ch?(x) —sh?(z) =1

cosh

.

.

sinh

sur I et (chu) = u/shu et (shu) =u'chu

Propriété 9. ch et sh sont dérivables sur R e ch’ =sh et sh’ = ch

Si u est dérivable sur I alors chu :  — ch (u(x)) et shu : 2 — sh (u(x)) sont dérivables
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3.3 Fonction logarithme népérien

La fonction exponentielle est strictement croissante In

sur R et son image est l'intervalle |0, +o0[ : pour tout In(z)

Sy

réel x > 0, il existe un unique réel y tel que €Y =

<.

x, noté y = In(x). Ainsi, on définit sur |0, +oo[ la

&VAAAAA

fonction logarithme népérien notée In : z — In(x).

Propriété 10. Pour tout a € RY et b € R,

b=In(a) <= a=¢ ™ =g In(e) =0

Propriété 11. Pour tout a,b € R et n € Z,

In(a x b) =In(a) +In(b)  In (%) —In(a) —In(b)  In(a") = nln(a)

1
Propriété 12. La fonction In est dérivable sur R% et Vo € RY, In'(z) = —.
x

Si u est dérivable sur I et w > 0 sur [ alors Inwu : x — In(u(z)) est dérivable sur I et

!/

Inu) = =
(muy ="

In(1
Propriété 13. lim In(x) = 400 lim In(x) = —oc0 lim (1 + ) -1
T—>+00 z—0+ z—0 T
A : . - oo In(x)
Cas particulier : La fonction logarithme décimal est définie par log: xz — In(10)
n

Elle vérifie les mémes propriétés algébriques que la fonction In et Vn € Z, log(10™) = n.
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3.4 Fonctions exponentielles généralisées

Définition 11. Si a > 0, on définit la fonction expo-

nentielle de base a sur R par a% = e¢*n@

Propriété 14. La dérivée de = — a” est la fonction

z— (Ina)a”

Sia > 1 alors la fonction exponentielle de base a est

croissante sur R, lim a®* =0et lim a® = 4oo0.
T—r—00 T—r—+00

Si 0 < a < 1 alors la fonction exponentielle de

base a est décroissante sur R, lim a® = +oco et
T—r—00
lim o® =0.
T—+00

3.5 Fonctions puissances

Définition 12. Sin € Z et z > 0, alors enln(z) —

@) = 2 Si @ € R, on définit sur |0, +oo[ la

fonction puissance o notée p, : x — & = e ()

.

a=2,1

<y

S

Propriété 15. Pour tout =,y € RY et tous a, 8 € R,

In(z%) = aln(zx); Y = (xy)® %P =z

a+f T — 0B 208 — (xa)/ﬁ

Propriété 16. (dérivation) La fonction p, est dérivable sur RY et Vo € R, (2) = ax

a—1

Si u est dérivable et u > 0 sur [ alors u® : x — (u(x))® est dérivable sur I et

(u®) = au'u®

-1

Cas particuliers : Soit n € N*.

1. pp:x > z" est définie sur Ret p_,, : z+— ™"

est définie sur R*.
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1 7 . . . LY 7z
2. En posant 0» = 0, on définit sur R, la fonction racine n-iéme notée p1
n

Ainsi, pour tout a,b> 0, b=a" <= a = V/b.

P X {L/Ezm%

Propriété 17. Croissances comparées Soient o, 5 > 0.

1 B
1 Tim 2@ =0 et Tim @
z—0t r—+00 :L»a
; a, Bz . eﬁm ) e/)’x
2. lim fz[%” =0 lim — =400 et lim ————— =+
e z—too ¢ z—+o0 [In(x)]e

Exemple 9. Calculer les limites de f aux bornes de son domaine de définition :

a) frx— 27 b) f:x— aV® c) frar Ywe 2

3.6 Fonctions sinus, cosinus et tangente

Propriété 18. La fonction cosinus est définie et dé-

rivable sur R, paire, 2m-périodique et :

<y

Si u est dérivable sur I alors cosu : x — cos(u(x))

est dérivable sur I et (cosu) = —u'sinu

Propriété 19. La fonction sinus est définie et déri-

vable sur R, impaire, 2m-périodique et :

. |

cos’ = —sin \/ 0]
|
|

<.

.

Courbe de z — cosx

sin’ = cos

Si u est dérivable sur I alors sinu : x — sin(u(z))

est dérivable sur I et (sinw) = v cosu

S

Courbe de z — sinz
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Propriété 20. La fonction tangente est définie et déri-
vable sur R\ {g + km, k€ Z}, impaire,

m-périodique et :  tan’ = 1 + tan? =

Qwy

cos?

Si u est dérivable sur I et u(I) C R\ {g +km, ke Z}, - i

alors tanu : z — tan(u(x)) est dérivable sur I et

NN

!
!
|
|
|
|
|
|
|
|
!
!
|
|
|
|
|
|
|
|
!
/ !
|
|
|

!
!
|
|
|
|
|
|
|
|
!
!
|
+
|
|
|
|
|
|
|
!
!
|
|
|

U
tanw)’ = /(1 + tan®u) = ———
( ) ( ) cos? u | |
Courbe de z — tanx
Propriété 21. lim tanxz = —oc lim tanx = 400
:v—>—g+ T35
t -1 i
m 2 1 BT g et lim ot o
z—0 X z—0 X x—0 X
L . 1 — cos(x)
Exemple 10. Etudier la limite de ﬁ lorsque x — 0.
sin(z

3.7 Fonctions a valeurs dans C

Définition 13. f est une fonction a valeurs complexes s’il existe des fonctions réelles

u:l—Retv:]—Rtellesque Ve eI, f(zr)=u(x)+iv(z).
Dans ce cas, u et v sont les parties réelle et imaginaire de f : u =Re(f) et v =Im(f).

f est dérivable sur I ssi u et v sont dérivables sur I. Dans ce cas, f' =u +iv/

Exemple 11. Déterminer la fonction dérivée de f : ¢ — (141t

Propriété 22. Si f : I — C est dérivable sur I alors exp f : © — exp(f(z)) est dérivable sur I
et (exp f)' = fexp f.
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