PTSI1

Correction du devoir maison n° 6

Exercice 1

1.

4.
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ce qui est bien la valeur obtenue plus haut.
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Pour n =4, onaagz 1,ai:e?
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. On peut bien stir effectuer le calcul beaucoup plus rapidement en exploitant une somme

n—1
1—a?
géométrique : A, = Zafb =1 L car a, # 1,Yn € N*,
k=0 ~ On
Or a = €™ = —1, et la formule en découle.

n

] kim km . km .
Puisque af; =en =cos| — | +isin <>, les deux sommes qu’on cherche a calculer
n n

dans cette question sont la partie réelle et la partie imaginaire de la somme calculée a la
question précédente.
On écrit A, sous forme algébrique :
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On en déduit donc que E cos (W) =1et E sin (W> = ——F7
n n tan ( )

km

(a) |ak — 1\2 = et — 1‘2 =

k
4 sin? (22)
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Doncz an—1’ :2ZQSID <2n>:2z<1—cos<n)>:2n—2
k=0 k=0 k=0
(b) Pour n =4, si on note A(1), B(e%> C(i) et D(ediTw) on obtient
AB? + AC? + AD? =2 x 4 — 2 = 6 en appliquant le théoréme de Pythagore
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+; et on note A — C\ {2} et B — C\ {1}.

Exercice 2  On considére I'application f : z +—

1
L. Soitz’EB,z’:Z+2,ZEA<:>Z’(Z—2):z+1,z€A<:>z(z’—1):2z'+1,z€A<:>
s
22/ +1
Z:Z;icarz’eB
Z =1
f1:B — A
L’application f réalise une bijection de A vers B et 224+ 1
? z—1
/ / z+1 o . :
2 27el,Z#1e 5 =1<& |z+1] = |z —2| Ce qui équivaut a dire que le point M(z)
S

1
appartient a la médiatrice du segment [EF] ou E(—1) et F(2) qui a pour équation z = 3

On en déduit que | f~1(U\ {1}) = {z = % +iy,y € R}

En utilisant la méme méthode on obtient | f~1 (D\ {1}) = {z =z + iy, 2,y € R,z <

}

1
2

3. Les nombres complexes z € U tels que f(z) € U sont ceux appartenant a

1
UN f~1(U\ {1}) i.e les nombres du cerce trigonométrique qui ont une affixe de 3 qui

V3 1 V3

1. .
sonti—i—l? et§—17

4. f(z) #2 < z # f~1(2) = 5 donc I'ensemble de définition de I'application f o f est
C\ {2,5}
f o f est également bijective, comme composée de 2 applications bijectives, de C\ {2,5}
sur C\ {1, -2} car f(1) = -2

Exercice 3 On considére la fonction ¢ : ¢ — arcsin(sin(2t)).
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1.

Vit € R, —1 <sin(2t) < 1 et la fonction arcsinus est définie sur [—1, 1],

donc ¢ est définie sur R.

vVt € R, —t € R et sin(—2t) = —sin(2t) donc

©(—2t) = arcsin(—sin(2t)) = — arcsin(sin(2t)) = —p(t) car la fonction arcsinus est
impaire. Donc ¢ est impaire

Vit e R,t+m € Retsin(2(t+7)) = sin(2t) donc p(t+7) = ¢(t) Donc ¢ est w-périodique.

2. Vt e [0, %} 2t € [0, %} et ¢(t) = arcsin(sin(2t)) = 2t
T 0 o
vVt e [Z’ 5} 2t e [5,71} et ¢(t) = arcsin(sin(2t)) = m — 2¢, d’apres le cercle
trigonométrique.
Exercice 4 On considére les fonctions g et h définies par
. 1—=2
g(x) = arcsin(2x — 1) et h(x) = arctan .
x

1. -1 <22-1<1<0<x <1

Or la fonction arcsinus est définie sur [—1, 1], dérivable sur | — 1, 1], donc

’g est définie sur [0, 1], dérivable sur |0, 1[. ‘

/
g (z) = % avecu =2r —let 1 —u?=1— (422 — 4z + 1) = 4(x — 2?) donc
—u
1
/
€Tr) = =
gz 2y/rx(1—x) /z(1-2)
1—
2. h(x) = arctan(y/v) avec v = =~ % Qeéfinie et dérivable sur R*. La fonction arctangente
x

est définie et dérivable sur R, le fonction racine est définie sur R et dérivable sur R |

donc h est définie ssi v > 0 et dérivable ssi v > 0

Or le signe de v est celui du polynéme du second degré z(1 — x) qui est positif entre ses

racines 0 et 1. ’ Donc h est définie sur ]0, 1], dérivable sur ]0, 1[. ‘

(v/v) 9 -z 1 v’
(x) = 02 avec 1 +0v* =1+ = et (Vv) = NG
1 NZT . /T 1
v/ = —— donc (yv)' = — uis M(z) = ———F——= = —=¢'(x
-~ (Vv) s Puis (@) = — === —5¢'(2)
1 1

3. Vx €]0,1[,h'(z) = —59’(@, donc h(x) = —59(33) +c¢,c € R et en prenant x = 1, par

™
— +c,

1
continuité de g et h en 1, on obtient h(1) = arctan(0) =0 = —5 arcsin(1l) + ¢ = ~1

dou | h(z) = g(x) + Z,V:c €]0,1]
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