PTSI1

Correction du devoir surveillé n° 2

Exercice 1 Pour tout n € N*, notons (E,) 1’équation
(1 —iz)"(1 —iv3) = (1 +1i2)"(1 +iV3)

1. si z est solution de (E,) alors (1 —iz)™(1 —iv/3) = (1 +i2)"(1 +iV3).

En prenant le conjugué des deux membres de cette égalité on obtient

(1 —i2)"(1 —iv3) = (1 +i2)?(1 +iv/3). En utilisant les propriétés du conjugué, on a
alors (1 +12)"(1 +iv3) = (1 —iz)"(1 —iv/3) ce qui implique que ’E est solution de (E,). ‘

“. 2 est solution de (En)

+ 1z

2. Posons Z = 1
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3. e 3 an racines n iémes distinctes qui sont |[e3» " n [k € [[O, n — 1]

4 Lol el o 1—iz=(1+iz)e & 2 (-i—i?) =€ -1 & 2 = L_l. pour
" 141z —i(1 + €l?)
el £ —1ie @ # m[2n]
.. (0
e .21 sin <2> 0
z:11+ei9:1 <9>:—tan B
2cos | =
2
. . . 2 :
Etpourd =n2n),l1 —iz=—-14iz 2=z 2= - =-2i
i
i . 2 Qk
5. (En)ﬁZ":e% o Z=éf avec9:3—7r+—7r,k€ [0,n—1]
n n
2 2k 1 1
Et 0 = 7 [27] @S%—FTW = 7 [27] ®2<3+k> = n[2n] @k:g—g[n] ce qui
est impossible avec k € k € [[0, n— 1]]
. m  km
Les solutions de (E,,) sont alors |z = — tan (3 + > ke [0,n—1]
n o n
Exercice 2 Soit ¢ la fonction de la variable complexe & valeurs complexes définie par
z—1—1
) =153

lL1—i—z=&z=—iez=1++idonc|D,=C\{l1+i}

s—l—iz—1+4i (2—1—i)(z—1+i)
o = (e = T - CATIETIED ) o tous - e
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’gp n’est alors pas surjective‘ puisque tout nombre complexe de module différent de 1

ne peut avoir d’antécédent par .

. p(z)=lez-1l-i=1-i-zZ&z24+z2=2<z=1+iy,ye R\ {1} car z #1 +1i.

’(p n’est alors pas injective‘ car 1 a une infinité d’antécédents.

4. o Y R) = {z € Dy;p(z) € R}.
Or |¢(2)| = 1 pour tout z € Dy, donc z € p L(R) & ¢(2) =1 ou ¢(z) = —1.
la premiére équation a été résolue & la question précédente, il reste & résoudre la
seconde qui équivaut & z —z=2i<z=c+i,z € R\ {1} car z # 1 +1i
e IR)={z=2+i,z € R\ {1}ouz=1+iy,y € R\ {1}}

5. Soit § € R. On évalue dans cette question ¢~ ({eie}).

a) arg(p(z)) = arg(z — 1 — i) —arg(l —i— 2) [27]
= arg(z — 1 —1i) 4+ arg(1 +1+ 2) [27]

arg(z)=—arg(2)
= arg(z — 1 —1i) + 7+ arg(—1 —i+ 2) [2n] = 2arg(z — 1 —1i) + 7 [27].

arg(—z)=n+arg(z)
6 —
2

b) p(z) = e & arg(z — 1 — 1) = — [n] car |p(2)| = 1

c) Soient A le point d’affixe 1 + 1.

I’ensemble des points d’affixes les antécédents par ¢ de e? est la droite passant par

-7
A formant un angle de avec 'horizontale, privée du point A.

T 77
Pour 6 = —, cet angle mesure ——.
2

6. D’aprés la question précedente, VO € R, el a au moins un antécédent par ¢ donc,

’pour que ¢ : D, — E soit surjective il suffit de choisir £ = U

Exercice 3 On pose Pypc(z) = zt 4+ azd + ba? + cx.

n
1. Z (Pape(k) = Pape(k—1)) = Pype(n)— Pupe(0) = n* 4+ an® +bn? + cn par télescopage,
k=1
pour tout triplet de réels (a, b, c) et pour tout n € N*.

2. Pop~(x) — Pop(z—1) =43
st —(r—-D*+afz? — (z - 13 + B[z? — (x — 1)?] + v = 423
Orz?—(z—-12=22-1
(x—1P=23-322+3z+1et2® - (-1 =322 -3z +1
(-1t =at—423 4+ 622 —dx+1et 2 — (z— 1) =423 — 622 + 42— 1
On identifie alors les coefficients afin que I’égalité soit vraie pour tout x et on obtient
—6 + 3a = 0 ce qui donne a = 2 (coefficient de z?)
4 —3a+28 =0 ce qui donne § =1 (coefficient de x)
—1+a— 4+~ =0 ce qui donne v = 0 (constante)

Dot | Py g~ (2) = 2* + 223 + 22
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n
1
3. Z kS = Z(n4 + 2n% + n?) d’apreés la question précédente et la question 1.
k=1

zn:kS ~ n*(n+1)>

4
k=1

Exercice 4 Soit f la fonction de la variable réelle définie sur RY par f(z) = In(z) +

In(z 4+ 1). On notera I'y son graphe.

1. f est définie et dérivable sur RY car z — Inx 'est et z + 1 > 0 sur cet intervalle.

1 1
fl(x) = - + o1 pow tout = > 0.

2. f'(x) > 0 pour tout x > 0 comme somme de deux termes strictement positifs.

iig%) f(z) = —o0 et xllgloo f(z) =400
x 0 +00
f'(@) +
400
(@) -
—00

3. f est continue sur R* et d’aprés la question précédente Im(f) = R. De plus f est stric-

tement croissante sur R* donc | f réalise une bijection de R* & valeurs dans Im(f) = R |,

d’aprés le théoréeme de la bijection.

4. f(z) =0 n(z(z+1)=0etx >0 ar+1)=1letz>0&22+2—-1=0et
—1+\/5et _-1-+5

Tr1 =

x > 0 Cette derniére équation admet deux solutions xy = 5 5

avec xg > 0 et x1 < 0 donc

~1+5
2

Punique solution de I'équation f(x) =0 est xg =

1 1
5. f (xg) = — + avec 29 + 1 = dfracl + /52 donc
ro x9+1
2 2 2(VB+14+v5-1
Flao) = 2+ -2 = 2 )_ 5
Vh—1 V5+1 4

Une équation cartésienne de la droite A, est alors

y = f'(x0)(z — x0) + f(z0) = V5 (33 - M)

2

1 1
[ est dérivable sur R* et f’(z) = 2T e < 0 pour tout x € R donc f est

concave sur R* et la courbe I'y est en dessous de toutes ses tangentes sur R .

En particulier | Az, est toujours au-dessus de I'y. ‘
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1 1
6. f(z)—In(2?) = Inz—2Inz+In(z+1) = In(z+1)~Inz = In (x + > =In <1 + a:> —

X T—+00

1
Ocar lim — =0
r——+00 I

Le graphe C d’équation y = In (932) est alors asymptote a I'y en +oo.

1 1 1

7. (ffl)/(()) = FO0) = Flwo) = ﬁ car f' ne s’annule pas sur R .
8. yzf(ﬂf)@ln(a:(a:%—l)):yetx>0<:>x2+x—ey:0etx>0<:>x:A—F\/Qm
donc | f~1(y) = —1%1—1—4«3?% pour tout y € Im(f)
/ 1 1 , 7 .
(ffl) (y) = ) — . (W) car f' ne s’annule pas sur R’
2
et on retrouve (f_l)/ (0) = f’(lﬂso) = \}5

On pose maintenant g(x) = x f(x) pour tout « € Dy.

1 1
9) g(x) =zlnz+xln (m (1—|—>> =2zlnz+2xln <1+ >
x x

. . i . 1 .
Or lim xlnx = 0 par croissances comparées et lim zlIn | 1+ — | = 0 par produit donc
z—+0 z——+0 T

M = f(z) —5 —oo donc la fonction | g n’est pas dérivable en 0. ‘
x T—
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