PTSI1

Correction du devoir maison n° 8

Exercice 1 Pour tout n € N, on pose

1 n 1
t
I, = dt et J, —/ "Vt + 1dt
" /0 V2 +1 ")

1. g:t+—1n (t—i— V2 + 1). g est dérivable pour tout ¢ tel que t +vt2 +1 >0

Ort++vt2+1> 0 pour tout t > 0 et

1 / 1 / 1
t+VE2+1=1t+ [t 1+tQ:t<1— 1+tz>sit<0avec 1+t—2>1pourtoutt

/ 1
donc1—4/1+ o) < 0 pour tout t et t + v/t2 + 1 > 0 comme produit de 2 facteurs

strictement négatifs pour tout ¢ > 0.

2t
2\/t2 V2 +1+t¢ 1

g est alors dérivable sur R et ¢/(t) =

VLl VERLE+VETD) VR

2. Iy = /OIW g®)]g = In(1 +V2)
3.1 = /01 - [t2+1};:\/§—1.

1 tn+2 + tn
Vi +1
) = t"v/t2 + 1 pour tout ¢

4. Pour tout entier naturel n, I,19 4+ I, = / dt par linéarité.
0

t"+2 +tt (P +1

\/ +1 t2+1

Donc ‘ nt2 +1n = Jp ‘ pour tout n € N

5. Pour tout n € N,

1 n+2 1
t 1
In+2=/ a = [t t2+1}0—/ (n+1)t"VE + 1 =2 — (n+1)J, par
0 0

t2+1
intégration par parties

t
en posant u = t"*1 et v/ = T u' = (n+1)t" et v =1+ 1, u et v étant ¢! sur R
+
I
6. d’apres la question précédente, J,, = \f Yo etz
n+1
2—1
Or I+ I, = J, ce qui donne I, 15 = J, —In:f +1L+2—In
n
1 V2 ,
donc (1+ +1>In+2:7’H-1_In puis
n+2 V2 V2 n+l
—_— =———I,dou|l10=—— — 1
n+1 n+2 n+1 n ou | In42 n+2 n+2n
V2 o1 V2 1 V2 2 V2 2
Ih=——=-Ij=——=In(1 et ls=——-1==——=-(vV2—-1
2=y —pl= G mgH V) et =S - gl == o5 - 5(V2 - 1)
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Exercice 2 Soit (E) (1 + sin®*(z)) v’ + sin(2xz)y = arctan(z).

1. sin(2z) = 2sinz cosx

94
2. (H): (1+sin®(z)) ¥ +sin(2z)y =0 <y + %y =0car 1 +sin?(z) #0Vz € R
sin“ x
2sinx cosx . . . .
a(z) = TisinZa est une fonction continue sur R comme quotient de fonctions
sin“ x

continues sur R dont le dénominateur ne s’annule pas.

Donc a admet des primitives sur Ret A(z) = /a(m)d:p = In(1 + sin® z) car (sin? ZE)/ =

- C
2sinzcosx et yy(x) = Ce~ n(ltsin®z) _ —
14 sin“x
Sy ={r— ——,CeR,xzeR
(H) { 1+ sin’ }
C
3. On pose y,(z) = L)Q et on a alors C'(z) = arctan z
14 sin“x
1
C(x) = /arctanx = garctanx — / e — rarctanz — 5 In(1 + 12)
1
par intégration par parties, en posant v/ = 1,u = z,v = arctanx,v’ = T2 u et v
T

étant ¢! sur R d’ou

1
xarctanx — 3 In(1 + z?)

Yp(z) =

1+sin?z

1
C + rarctanz — — In(1 + 2?)
2 ,C eR,zeR}

S(E) = {l’ —

1+sin?x

Page 2/2 Lycée Jean Perrin Marseille



