PTSI1

Exercice

1. Pour quelles valeurs de z a-t-on v1 — 22 < x?

1

Correction du devoir surveillé n° 3

V1 — 2?2 existe ssi x € [—1,1] et I'inégalité n’est pas vérifiée si z < 0.

On se restreint donc a = € [0, 1], et, puisque tout est positif, on a

Vi-22<zrzel—-22<22el1<22sr>

L’inégalité est donc vérifiée si et seulement si

2. f i x e /T a2 emesin(@

La fonction arcsinus est définie sur [—1, 1], et pour ces valeurs de x, V1 — z2 est

V2

xz €|

S

1]

également bien définie. Le domaine de définition de f est donc [—1,1].

De plus, f est dérivable sur | — 1, 1] car la fonction arcsinus est dérivable sur | — 1,1[et la

fonction racine n’est pas dérivable en 0.

f'@) =

==

(earcsin(m) ) I _

donc f'(z) = (

earesin(z) < () gur ] —1,1[ donc f’ est du signe de 1 —

Or

1—

x €] —1,1]

—2x

—T

1
1

—x

earcsm(z)

)

V1—2z2

T oI-22 Vo2

V1= 2

+
V1—2a2

x x
Vv1—22 V1—22

) earcsin(z)

(m)/ earesin(z) + m (earcsin(a:))’

_<1_

T .
) earcsm(a:)

V1—22

x
V1— 22
<lez<V1—22car V1 — 22> 0 pour tout

sur | —1,1]

La question précédente nous donne le signe de la dérivée, et on en déduit le tableau de

variations de f

x -1 @ 1
2
f(z) + 0 -
v
f(z) 2
0 / \ 0
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Exercice 2

1. Soit m e R
mr + y + z = 1
r + my + z = m
(S) Y , de parametre m et d’inconnues x, y et z.
r + + mz 1
r + + 2z = m
.
T + Y + z = m L1+ Ly
m—1 = 0 Lo+ Lo— L
(S) & ( )Y 2 2 4
(m—l)z = 1-m L3+ Ls— Ly
1-m)y + (1-m)z = 1-m? Li+ Li—mly
.
T + Yy + z = m
m—1 = 0
(9) = ( )y
(m—1)z = 1—-m
0 = 2—m—m? Ly<+ Ly+ L3+ Lo
On en déduit que (S) est compatible ssi2—m —m? =0 m=1oum = —2

’ (S) est incompatible ssi m € R\{-2, 1} ‘

. Sim=-2
r + y + z = -2 x=—1
(S) = -3y = 0 <= y=0
-3z = 3 z=-1

Dans ce cas, le systéme (S) admet une unique solution et ’ S={(-1,0,-1)} ‘

Sim=1

()<= = + y + z = 1 .Dans ce cas, le systéme (5) admet une infinité de

solutions et | S = {(1 —y — 2,9, 2), (y,2) € R?}|.

Exercice 3

1.

1
Ve eRy, (E) & (E'):y' 4+ ~—y=¢".
x
. L, P . N / / 1 I
La solution générale de I’équation homogene (EY) : y' + —y = 0 s’écrit
x

yr(z) = Ce™ @) = %, ou C e R,z e RY.

Par variation de la constante, on cherche une solution particuliére de (E’) de la forme

z(x)

yp(z) = — ol z est dérivable sur R* . Dans ce cas, on a Vo € R :
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Yp

/
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(@) + (o) = :

=" & 2 (v) = ze”.

Les fonctions = — x et = + e étant ¢! sur R*, par I.P.P. on peut choisir :

T

z(x) = /xezdx = ze®’ — /e’”dx = ze” —e® et yy(z) = €® — €
x
Finalement, la solution générale de (E) sur R* s’écrit
. ¢ C
y(x) = yp(v) +yu(z) = e —;—i-}, oun C € R\

2. (a) L’équation caractéristique 72 + 2r 4+ 2 = 0, de discriminant A = —4 < 0, admet deux

racines complexes conjuguées : 11 = —1 —iet ro = —1 4 1i.
La solution générale de I’équation homogene 2’ + 22’ + 2z = 0 s’écrit donc
zp(x) = e ¥ (Acos(z) + Bsin(x)), avec (A4, B) € R

Comme I'équation différentielle 2” + 22/ + 2z = —1 admet pour solution particuliére

zp(x) = —1/2, la solution générale de cette derniére s’écrit

2(x) = zp(x) + 2 (z) = —% +e " (Acos(z) + Bsin(z)), avec (4, B) € R?|.

) (=1+)z
(b) /e“’” cos(z)dz = Re (/ e(_1+l)rdm> = Re <e + C’), avec C' € C.

—1+4i
(—14i)z —z S —1—i
Vo € R, ¢ — = e”*(cos(z) +isin(z))( 1). Les primitives de ¢ sur R sont
—14i 2
donc
v ;
définies par /cp(x)dx =2 ( COS(:;) +sin(z)) +C,avec C € R|

Si y est solution de y” + 2y” + 2y’ = —1 alors y est trois fois dérivable sur R et

Vo e R, v (x) + 2y (x) + 2y'(x) = —1. Dans ce cas, z =y est deux fois dérivable sur
R et Vo € R, 2" () + 22/ (2) + 22(z) = " (z) + 29" (z) + 2¢/(z) = —1.
Réciproquement, si y est trois fois dérivable sur R et z = 3/ est solution de

2" 422" + 22 = —1 alors y est solution de y"”" + 2y” + 2y’ = —1. Soit y trois fois

dérivable sur R. Alors on a :
y/// + Qy// + 2yl — _1

y(0) =1, y(0) = 3, ¥"(0) = —1
2422 +272=—1

ssi y(0) =1 et z =y vérifie

2(0) = 3 2'(0) = -1
Cherchons (A, B) € R? vérifiant :
1 1 1
z2(0) = = —— 4+ A== A=1
2 = 2 2 = :
2'(0) = -1 B—A=-1 B=0
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ssi y(0) =1 et Vo € R,

y/// + 2y// + 2yl =1
D’aprés la question 3., ssi y(0) =1 et
y(0) =1, ¥'(0) = 3, ¥'(0) = -1

e *(—cos(z) + sin(x))

HCER,VZL'GR,@J(.%'):—%-F > +C.
1 3
Danscecas,y(O):1<:>—§+C:1<:>C:§.

y/// + 2y// + 2y/ -1
On en déduit que le probléme de Cauchy admet

une unique solution, définie sur R par

_x e *(—cos(x) +sin(z)) 3
y(x) = 5 + 5 + 5|
Exercice 4
1
1. Soit n € N*. Vo € R, 1+ 22 # 0, donc la fonction f, :  — ————— est continue sur R
(1+22)"

comme inverse d’une fonction qui ’est et qui ne s’annule pas.

D’aprés le théoréme fondamental du calcul intégral, f,, admet une unique primitive sur

R qui s’annule en 0, et celle-ci est définie par :

1

VeeR, F,(z)= ———dt|.
’ 0=, Ty

2. Fi(x) = /Ox Hlﬂdt = [arctan(t)]5. Donc ’Fl(x) = arctan(x) ‘

3. On pose t = tan(u). La fonction tangente est de classe € sur }—g, g [

De plus, 0 = tan(0), 1 = tan (%) et dt = (1 + tan?(u))du.

Par la formule de changement de variable, on a :

! 1 51+ tan?(u) i 1
/U 1+ 2)2 /0 (1 + tan2(u))Z " /0 1+ tan2(u) /0 cos”(u)du

il 2 in(2u)] *
Donc I = /4 +COS(7u)du S sin(2u) . Donc | I =
0 2 24 |,

ISE

B~ =

e
8
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4.

Soit € R fixé. On pose u(t) =t et v(t) = (1 +¢*)". u et v sont de classe €' sur R et
Vit e R, u,(t) =1let ’U/(t) = —27’Lt(1 + t2)—n—l.

Donc, par intégration par parties et par linéarité de l'intégrale, on a :
x 1 t x x t2
dt = 2 —d¢.
/0 L+ [(1 n t?)nh * ”/o L+ 2y

T 1 T x t2
D dt = 2 ——dt (1)|
one /0 ey~ ey ”/o Gt O

Soit z € R fixé. On a :

- _dt= 4 = . dt— | ———dt (2).
jﬁ D jﬁ (142 lm@nhéjg EDD ]ﬁ Azt (2

x
Par (1) et (2), on a: F,(x) = e +2nF,(x) — 2nF,1(x).
Finalement |Vz € R, 2nF,11(z) = (2n — 1)F,(z) + ﬁ )
Sin =1, on obtient Vo € R : 2F,(z) = Fi(z) + T3 2= arctan(z) + 1—fix2
Donc |Vx € R, Fy(z) ! tan(z) + ’
xz) = = | arctan(z) + —— | |
$ 2 1+ a2
On retrouve ainsi que I = F5(1) L arctan(l) + ! L ! tan(1) T
n retrouve ainsi que I = == — | ==+, ca =—.
q H 5 12 g T 7 car arctan 1
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