PTSI1

Devoir maison n° 10
A rendre le jeudi 20 décembre 2024

Exercice 1  Spirale de Théodore (Théodore de Cyréne fin Ve - déb. IVe siécle av J.C.)

La plan complexe est rapporté a un repére orthonormé (O; 7, 7)

La spirale de Théodore est une spirale discréte, constituée de points A,,n € N* tels que le
triangle OA, A, 11 est rectangle en A,,, et OA; = A, A,11 pour tout n € N*. C’est sans doute

I'une des plus anciennes spirales connue en mathématique.

On note z, l'affixe du point A,, pour tout n € N* et on pose z; = 1.

Fig. 1

1.

Zn4l — Zn s
2

2. Le triangle OA,, A, 11 est rectangle en A, donc arg < = — [n], donc il existe
Zn

Zntl — 2
a € R* tel que L —°n
Zn

Ici, les triangles étant rectangles de sens direct, on a a > 0.

=lia & zpy1 — 2p = 1a2y,

1
De plus, OA; =1 = A, Apq1 donc |zp41 — 20| = 1 < |aiz,| = 1 < |a| = — pour tout
z

|2n]

n € N*.
. . . Zn . Zn *
On obtient alors zp4+1 — 2, = laz, = lﬁ donc | zp41 = 2 + 1ﬁpour tout n € N*,
Zn Zn
s . " Lz
3. On considére donc la suite (z,) € CN" telle que z1 =1 et zp41 = 2, +1 ‘—n‘
Zn

n—1
1
Montrons que |z,| = y/n et arg(z,) = Zarctan <\/E) [r] pour tout n > 2, par
k=1
récurrence :

I : Pour n = 2,|2| = v/2 d’aprés le théoréme de Pythagore dans le triangle rectangle
T

1 [27] = arctan(1) []

isocele OA; Ay et arg(zo) =
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n—1

1
H : Supposons que |z,| = v/n et arg(z,) = Z arctan (\/%> [7] & un rang n > 2
k=1

On a alors [2n41]? = |2n|? + |Zng1 — 2n|? d’aprés le théoréme de Pythagore dans le
triangle rectangle O A, A, 11 donc |z,41|?> = n + 1 puis |zp41]| = Vn + 1

Zn

1
De plus, on sait que 2,41 = 2, +1— = 2, <1 + i> donc

1|Zn‘ Vn
arg(zp41) = arg(zy) + arg (1 + i% [27]

n—1
1 1
arg(zp41) = arctan <> + arg <1 + i) [r] d’aprés ’hypothése de récurrence.
! ; vk vn

1 1
Si on note 6, un argument de 1 + i%, on a cos(f,) = 1_,_71 = nj— . et
n
1 n
in(6 1 1
sin(6,,) = vn = r donc tan(6,,) = sin(0n) = \/ﬁ(?ﬁ_ ) = — donc
1 I nn+1) cos(6,,) n
_l’_ —
n n+1

1
0, = arctan () [7] ce qui conclue 'hérédite.

vk

2.4. Pour le plaisir : généralisons !

Pour construire la spirale de Théodore, nous
avons pris une succession de triangles rectangles
dont I'un des c6tés mesure 1 unité (en langage
des nombres complexes, ceci correspond a la

; 1Z L. .
transformation z — >z + — . Généralisons en
z

prenant, non plus un angle droit, mais un angle
quelconque et le coté A A ., quelconque (Soit

une transformation delaformez ->z+b z
Z

ou b est un nombre complexe quelconque). Géné-
ralisons encore d’avantage par la transformation

Z »
Z —>azZ + b — ou a et b sont deux nombres
z

complexes quelconques. Le lecteur inspiré
pourra encore généraliser en prenant par
exemple a et b dépendant de n. Les résultats
sont parfois spectaculaires. La figure 4 et la
figure 5 ci-contre ont été obtenues en pre-
nant : a = exp(in/4), b = exp(—in/4) (nombre
de points : 300 )eta=1,b = 0,5 . exp(in/2)
(nombre de points : 500).

Fig. 5

Exercice 2

1. (a) La hauteur h,, du triangle OA,,B,, est h, = OB, sinf,, = .
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rn X R r2 sin 0 r2
L’aire de ce triangle est alors : @7, = — 5 L. 5 b= ?" sin @, |.
. , . . . 2m
(b) Puisque l'on a n triangles identiques superposables, on a n#,, = 27 donc |6, = —
n
1 r2 27 1 2
L’aire de chaque triangle vaut — donc 2 sin ( — | = = d’ot1 72 = ————— et
n 2 n n ) <27r)
nsin [ —
n
donc
(c) rn =
2 n . " .
Or — — 0 et ——=—— — 1 par inverse et composition d’ou
n n—+oo 0 . n—+oo

lim r, =

1
n—-4o00 ﬁ

2. On consideére la fonction f définie pour tout réel = de 'intervalle |0 ; «[ par f(z) = 'x
sin z
(a) f est dérivable sur |0 ; 7| car sinz # 0 sur |0 ; 7| et f/'(x) = w est du

sin“
signe de g(r) =sinz — x cosx

g est dérivable sur [0 ; 7] et ¢'x) = cosx — (cosz — xsinz) = xsinxz > 0 sur [0 ; 7.
g est alors croissante sur [0 ; 7| avec g(0) = 0 donc g est positive sur [0 ; 7).

On en déduit que f/ > 0 sur |0 ; 7| et donc la fonction f est croissante sur
lintervalle |0 ; =[.

1 2
(b) Le nombre r,,pour n > 4, s’exprime a l’aide de la fonction f par r, = (/[ —f (W)
s n

Pour tout n > 4,

1 1 1 2 2 2
0<3<nE<n+1=20——<-< =0« <— << —«T.
n+1 n 3 n+1 n 3

Comme la fonction f est croissante sur |0 ; [, on en déduit :

O<f<n2:1)gf(ir)jogif(j;)gif(ij)

1 2 1 2
:>0<\/f< T ><\/f<7T>:>’0<rn+1<rn‘.Lasuite(rn)estbien
T \n+1 s n

décroissante pour n > 4.

(c) Lasuite (ry,) est décroissante et minorée par 0, donc convergente vers un réel L > 0.
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