PTSI1

Correction du concours blanc n°1

~In(x)
1422
La courbe représentative de f dans un repére orthonormé donné sera notée C.

Partie A On considére la fonction f définie sur RY par f(x)

1. | f est de classe C! sur R% |car z +— 1+ 22 est C sur R, 1 + 22 # 0 sur R et la

fonction In est Ot sur R% .

@) %(1+x2)—2xlnx
2. fl(x) =

B 14+22—2zlnzx
(1 + 22)2  x(1422)2

3. On consideére la fonction g définie sur R* par g(z) =1 + 22 — 222 Inz.

1
(a) g est dérivable sur R* et ¢/(z) = 2z — (4zlnz + 222 x —) = —4zInz est du signe de
x

—Inz sur RY
lim 2% Inz = 0 par croissances comparées donc lim g(x) =1 par somme.
z—0 z—0

p— 2 —_ ] p— - — 1 = —
g(x) =1+ 2%(1 — 2Inx) avec :pgr—‘{loo(l 2z lnx) oo donc mll)rfoog(x) 00 par
produit et somme

z 0 1 +00

g'(z) + 0 -
2
1 —00

(b) D’apres la question précédente, I’équation g(x) = 0 n’a pas de solution sur |0, 1.
Sur [1,400], g est continue et strictement décroissante, donc g est une bijection de

[1,4o00[ sur g ([1,400[) =] — 00, 2] qui contient 0, donc

I'équation g(x) = 0 admet une unique solution, notée m,sur [1, +oo| et sur R7.

4. f" est du signe de g sur R% donc, d’apres les 2 questions précédentes,

z 0 m +00
g(z) + 0 —
lim Inz = —oo donc | lim f(z) = —oo | par quotient.
z—0 z—0
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Inz 1 . Inz ) ) .
f(x) = — ———= avec lim —- = 0 par croissance comparées et lim ——— =1
332 1 r——+00 1:2 r——+00 1
1+ — 1+ —
x x
par quotient donc| lim f(z)=0/|par produit.
T—>+00
5. On a lim f(z) = —oo donc
z—0
’1a courbe C' admet une asymptote verticale d’équation x = 0.
Et lim f(xz)=0 donc
r—+00
’1a courbe C' admet une asymptote horizontale en 400 d’équation y = 0.
1 1+ m?
6. [ f(1)=0]et f(m) = 1 —I;Tn? Or gim) =14+m? —2m?lnm =0« Inm = ;m? puis
1 +m?
2 1
f(m) = 21—

1+m? 2m?
Partie B On considére la fonction F' définie sur R* par :

* In(t
Vr € R, F(a:):/1 11(22&.

1. (a) f est de classe C' sur R% , comme quotient de fonctions qui le sont dont le

dénominateur ne s’annule pas. Donc F’ = f est de classe ¢!

sur RY .
D’aprés le théoréme fondamental du calcul intégral, F' est I'unique primitive de f sur
R* qui s’annule en 1. Ainsi,

F est définie et dérivable sur R, et Vo > 0, F'(z) = f(x)|.

1
(b) Soit z > 0 fixé. On pose u = —, de classe ¢! sur R .
t
Sit=1alorsu=1etsit=uzalorsu=1/x.
1 1
De plus, du = ——=dt donc ——du = dt.
12 u?

Par changement de variable dans l'intégrale, on obtient :
1 1
T Int  Ini ~1 N 1
P = [ e [ [ (1),
1 1+t2 1 1+(l) U2 1 ’LL2+1 X

1
Donc |Vz € RY, F(x)=F <> )

1
© F1) = [ fae=o

Int > 0.

Soit x > 1 fixé. On a: Vt € [1,z], f(t) = T2

x
Donc, par positivité de Uintégrale, F'(z) = / ft)dt >0, Vo > 1.
1

1 1
Si0<:c<1a10rs>1etF(az):F<>20.
x x
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Par disjonction des cas, |Vx € RY, F(z) > 0|

Autre justification Si 0 < z < 1, f < 0 d’aprés la partie A, donc par positivité de
1 1
Pintégrale, / F()dt <0, %0 < 2 < 1 puis F(z) = — / F(B)dt > 0.
x T

2. ¢ est continue sur R} comme quotient de fonctions qui le sont, dont le dénominateur ne

s’annule pas.

* Int
Soitx>0ﬁxé.0na:F(m)—/ -
1

Tt

1
On pose u/(t) et v(t) =Int, u(t) =arctant et v'(t) = T

B

u et v sont de classe ¢! sur R?% donc, par intégration par parties, on obtient :

F(x) = [arctan(t) n(t)]” - /1 ’ Wdtzarctan(m) In(z) — /1 " ()t

Donc |Vz € R, F(x) = arctan(z) In(z) — / p(t)dt |
1

Exercice 2
(B):2?y" +ay +9y =2
On note (H) D’équation homogene associée a (E) (H): 22y" +xy +9y = 0.
1. Soit (a,b,c) € R? et ¢ : &+ ax? + bz + ¢, deux fois dérivable sur I : ¢’ (z) = 2ax + b et
" (x) = 2a.
¢ est solution de (FE) si, et seulement si, Vz € I,

2% (2a) + z (2az +b) + 9 (az® + ba + ¢) = 1 + 22,

]‘ 2
X —X".
¥ 13

On obtient, aprés développement et identification,

2. (a) La fonction t — e’ est deux fois dérivable sur R, a valeurs dans I, et f est deux fois

dérivable sur I. Par composition, | g est deux fois dérivable sur R. ‘

(b) g/ (t) — etf/ (et) et g// (t) — etf/ (et) + €Qtf// (et) .
(¢) f est solution de (H) sur I si, et seulement si, Vo € I, 22f" (z) +xf' () +9f (z) = 0.

En posant ¢t = In (x) & x = !, t décrivant R lorsque z décrit I, on obtient de fagon

équivalente :
VEeR, e f" (") + e f (') +9f (¢) =0 = ’Vt eR, ¢"(t)+9g(t) = 0‘

(d) L’équation caractéristique : 72 + 9 = 0, posséde deux racines complexes 7 = 3i et
T = —3i.
Les solutions de (H;) sur R sont ¢ + g (t) = acos (3t) + bsin (3t), ou (a,b) € R2.
OrvVteR, g(t)=f (") &Vael, f(z)=g(n(z)).
Les solutions de (H) sur I sont
> g(In(z)) = acos(31In(x)) + bsin (31n ()), ot (a,b) € R2.
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3. Les solutions générales de (E) sur I sont

1
@ (x) = ExQ + acos (31n (z)) + bsin (31n (z)), ou (a,b) € R2.

Exercice 3  On considére la suite (u,) suite définie par son premier terme ug > 0 et par la

lation de ré — _—_VYneN.
relation de récurrence uy, 41 ="

1
On note f la fonction définie sur |0, +oo[ par f (z) = —=

NI
1
1. (a) La fonction f:x +— 2~ 2, fonction puissance d’exposant strictement négatif, est
deéfinie et dérivable sur 0, 400 et
1 _3
Va €0, +ool, f'(z) = —5272 <0
f est donc strictement décroissante sur |0, +oo[ Elle a pour limite 0 lorsque z — +o0

et +o00 lorsque z — 0.

/(@) \

e l-avE
(b) f(x) NG

Ve>0,1-2yz2012a/zel22betr>000<2<1

0

est du signe de 1 — z/z sur R et

x 0 1 +00

flz) —= + 0 —

2.(a) Siz €]0,+o0[ alors f(x) € ]0,+00] donc on démontre par récurrence que u, > 0

pour tout n € N, lorsque ug € |0, 400 ce qui assure l'existence de tous les termes wuy,,
n € N, lorsque ug € ]0, 4+00[.

(b) Si up =1, une autre récurrence prouve que la suite (uy) est constante égale a 1, en
utilisant f(1) = 1.

(c) Vn €N, vny1 =usnt2 = [ (uznt1) = f (f (u2n)) = f o f (vn),
et wni1 = Uznt3 = f (uzny2) = f (f (u2nt1)) = fo f (wn).

(d) Comme f est strictement décroissante sur |0, +oo[, f o f est strictement croissante
sur ]0, 00| .
En effet : soient (x,y) € ]0, +00] tels que = < y, on a f (z) > f (y), donc
F(f @) <f(f ).
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Si ug €]0,1], alors u; = \/1770 € |1, +oo[, puis ug = \//ug > ug et uz = \/\/u1 < uy.
On montre alors par récurrence les propriétés P, : « vy < Unpa1» €t Oy :

L Wp 2 Wpt1 ».

Elles sont initialisées ci-dessus, puisque vg = ug, v1 = u2, wo = Uy et wy = ug.

Si elles sont vraies & un certain rang n, alors la stricte croissance de f o f assure
qu’elles sont vraies au rang (n+1).

Dans ce cas, la suite (v,,) est croissante et la suite (wy,) est décroissante.

Si ug € ]1,400[, alors uy € ]0,1[, et des raisonnements analogues a ceux du cas

précédent prouvent que la suite (v,) est décroissante et la suite (w,,) est croissante.

(e) Remarquons d’abord que les intervalles |0, 1] et ]1, +-o00[ sont stables par la fonction
fof:x— :r%.
Si ug € 10, 1], tous les termes de la suite (v,) sont dans ]0, 1] et tous ceux de (wy,)
sont dans |1, 400 .
Ainsi, (vy,) est croissante et majorée par 1 et (w,) est décroissante et minorée par 1.
Si ug € ]1,400[, les résultats sont les mémes en échangeant les roles des f o f

Ces deux suites convergent donc vers un réel ¢ tel que

fof()=0eV/VI=1& =1 car f n'est pas définie en 0.

’ Les suites (vy,) et (wy,) convergent donc vers 1.‘

(f) Les suites (ugy,) et (ugn+1) convergent toutes deux vers 1, il en va donc de méme de

la suite (u,) = (u2n) U (u2n+1)
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