PTSI1 Chapitre 15

Polynomes

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C.

1 L’ensemble des polynomes a coefficients dans K

1.1 Définition d’un polynéme et de son degré

Définition 1. Un polynéme P a une indéterminée X est défini par une suite finie de

coefficients (ag)o<r<n € KV, ot n € N, et peut s’écrire :

n
P= Zaka =ap X"+ ...+ a1 X +agX"
k=0

L’ensemble des polynoémes & une indéterminée a coefficients dans K est noté K[X].

Exemple 1. Soit P = X? + X + X°. Définir :

a) P(2) b) P(u), ou u : x — cos(x) c) P(A),ou A = ( :1)) i )

Définition 2. Soit (P, Q) € K[X]%.
1. On dit que P est le polynéme nul (et on note P = 0) si tous ses coefficients sont nuls.

2. On dit que P et @ sont égaux (et on note P = Q) si P et @ ont les mémes coefficients.

n
Définition 3. Soit P = Z ar X" € K[X] non nul.
k=0

1. Si n est le plus grand entier tel que a,, # 0 alors n est appelé degré de P et noté
deg(P),

a, est appelé coefficient dominant de P et a, X" le terme de plus haut degré de P.
2. P est dit unitaire si son coefficient dominant est 1.
3. Par convention, le degré du polynéme nul est —oc.

4. L’ensemble des polynomes de K[X] de degré au plus n est noté K, [X].

Exemple 2. Trouver un polynéme P € Ry[X] vérifiant P(1) = P(—2) =0 et P(0) = 1.
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1.2 Somme, produit et composée de polynomes

n m
Définition 4. Soient P = Z ar X et Q = Z b X" dans K[X]. On définit :

k=0 k=0
max(n,m)
1. la somme de P et Q par P+ Q = Z (ar, + bp) X*
k=0

2. le produit de P par A€ K: AP =) (Aay) X"
k=0

n+m k
3. le produit de P et Q par P x Q = Z (Z aika) Xk
k=0 \i=0

n
4. le polynéme composé de P et (Q par Po(Q = Z arQF.
k=0

Exemple 3. Soient P = X% et Q =5X3 — X +3.

Calculer QQ o P et P o @ et donner le degré et le coefficient dominant de chacun d’eux.

Remarque : Po X = P(X) = P.

Propriété 1. La somme et le produit de polynomes vérifient :
1. P+(Q+R)=(P+Q)+R e Px(QxR)=(PxQ)xR Associativité
2. P+Q=Q+P e PxQ=QxP Commutativité
3. P+0=0+P=P e Px1=1xP=P Elément neutre

4. Px(Q+R)=PxQ+PxR e (P+Q)xR=PxR+QxR Distributivité

Remarque : On pose P —Q = P + (-1)Q, P° = 1 et Vk € N, Pkt = ppF,

Propriété 2. Si (P,Q) € K[X]? alors
1. deg(P + Q) < max (deg(P), deg(Q)) 2. deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

3. V) € K*, deg(AP) = deg(P) et Yk € N, deg(P*) = k x deg(P).

Exemple 4. Soient P =3X?% + (1 —1)X et Q = 2X3 —5X +1i.

Déterminer le degré et le coefficient dominant de P + @, (1 +1i)P, PQ et P3.

Page 2/7 Lycée Jean Perrin  Marseille



PTSI1 Chapitre 15

Propriété 3. Soient P,Q € K[X]. PQ=0<= (P=00ou@ =0) Intégrité

2 Racines d’un polynome et relation de divisibilité

2.1 Arithmétique dans K[X]|

Définition 5. Soient A, B € K[X].
On dit que B divise A (et on note B|A) §'il existe @ € K[X] tel que A = BQ.

Dans ce cas, on dit que B est un diviseur de A ou que A est un multiple de B.

Exemple 5. Montrer que X — 1 divise X3 — 2X? +3X — 2.

Remarque : Tout polyndéme A divise 0. Tout polynéme A est divisible par A € K* et A A.

Théoréme 1. (et définition) Si (A, B) € K[X]?, avec B # 0.
alors il existe un unique couple (Q, R) € K[X]? tel que A = BQ + R et deg(R) < deg(B).

Q) et R sont respectivement appelés quotient et reste de la division euclidienne de A par B.

Exemple 6. Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de A par B :

a) A=X?+1et B=X+i b)) A=7X+4X3-X+1let B=X?+2.

Corollaire 1. Soit (4, B) € K[X]?, avec B # 0.

B divise A ssi le reste de la division euclidienne de A par B est nul.

2.2 Racines et multiplicités

n n
SiP = Z ar X", on note P : z — P(z) = Z arz* la fonction polynomiale associée & P.
k=0 k=0

Définition 6. On dit que o € K est une racine du polynéme P si P(«a) = 0.

Théoréme 2. o € K est racine de P ssi X — « divise P.

Exemple 7. Déterminer les racines de P = X? — X — 6 dans C, puis dans R.
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Définition 7. Soit P € K[X] non constant. P est dit scindé s’il s’écrit comme produit de

polynémes de degré 1.

Exemple 8. Le polynome P = X* — 1 est-il scindé dans C[X]? dans R[X]?

Définition 8. On dit que « € K est racine de P de multiplicité m € N* si
(X —a)™ divise P et (X — a)™*! ne divise pas P.

Une racine simple (resp. double) de P est une racine de P de multiplicité 1 (resp. 2).

Exemple 9. Racines et multiplicités dans R de P = (X2 —1)? et Q = X4 — 1.

Remarque : o € K est racine de P de multiplicité m € N* ssi P = (X —a)"Q avec Q € K[X]
et Q(a) # 0.

Propriété 4. Si deg(P) = n alors P possede au plus n racines, comptées avec multiplicités.

Conséquence : Si P € K,,[X] admet plus de n racines distinctes alors P = 0.

Deux fonctions polynémiales sont égales ssi elles ont méme degré et mémes coefficients.

2.3 Dérivation d’un polynome

n
Définition 9. Soit P =) " axX* € K[X].

k=0
n n—1
On appelle polynéme dérivé de P le polynome P’ = Z kap Xk = Z(k: + l)akHXk.
k=1 k=0

Exemple 10. Dériver P = X3 + (1 +2i))X? +3 et Q = 3X%2 — X + 2.

Remarque : Si K = R, la fonction P : z — P(x) a pour dérivée P’ : x — P'(z).

Propriété 5. Si (P,Q) € K[X]? et (\,u) € K? alors 1. (AP + uQ)' = AP' + puQ’

2. (PQ) =PQ+PQ  3.deg(P') = —oc0 si P est constant et deg(P’) = deg(P)— 1 sinon.

Définition 10. Soit P € K[X]. Les dérivées successives de P sont définies par : P(O) = P et
Vk € N, Pt — (pk)y,
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Exemple 11. Dérivées k-iemes de P = X3 + (1+2))X? et Q= (X —a)",a € Cet n € N.

Théoréme 3. Formule de Taylor Sin € N, et P € K,,[X] alors

n pk)
vack, P=S L k'(“) (X —a)t.
: !

=0

Exemple 12. Déterminer le reste dans la division euclidienne de P € K[X] par (X — a)?.

Théoréme 4. o € K est racine de P de multiplicité m € N* ssi pour tout k € [[0, m — 1]],
P®(a) =0 et P (a)#£0.

Exemple 13. Déterminer la multiplicité de la racine 1 de P = X* — X3 — 7X2 + 13X — 6.

3 Décomposition en produit de facteurs irréductibles

3.1 Polynomes irréductibles

Définition 11. P € K[X] est dit irréductible si P est non constant et ses seuls diviseurs sont

les polynomes constants non nuls et les AP, ou A € K*.

Théoréme 5. de d’Alembert-Gauss - admis

Tout polynéme non constant de C[X] admet au moins une racine complexe.

Propriété 6. Polynémes irréductibles de C[X]

Les polyndémes irréductibles de C[X] sont les polynémes de degré 1.

Lemme 1. Soit P € R[X] non constant.

Si « est une racine complexe non réelle de P de multiplicité m, alors @ aussi.

Propriété 7. Polynémes irréductibles de R[X]

Les polyndémes irréductibles de R[X] sont les polynémes de degré 1 et les polynomes de degré

2 de discriminant strictement négatif.
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3.2 Décomposition en irréductibles de C[X] et de R[X]

Théoréme 6. Décomposition dans C[X]

P
Tout polynéme P € C[X] non constant s’écrit P = A H(X —ag)™,
k=1
ou A est le coefficient dominant de P, et a1,...,a, sont les racines complexes distinctes

de P, de multiplicités respectives myq,...,mp.

De plus, cette décomposition est unique a ’ordre des facteurs pres.

Remarque : Dans cette décomposition, mj + - - - + m, = deg(P).

Exemple 14. Décomposer P en produit d’irréductibles dans C[X] :

a) P=4X*—4X3% -2X2 42 b) P=X*+1 c) P=X"—1,neN"

Théoréme 7. Décomposition dans R[X]

p q
Tout polynéme P € R[X] non constant s’écrit P = A H(X — ag)™* l_I(X2 + B X +)",
k=1 =1

ol A est le coefficient dominant de P, o, ..., a, sont les racines réelles distinctes

de P de multiplicités respectives mq,...,my, et Bi,..., B84, 71,.-., Y% € R, r1,..., 7y € N*.

De plus, cette décomposition est unique a ’ordre des facteurs pres.

Remarque : Dans cette décomposition, les polynomes X2 + 3, X + v, de degré 2 ont des

discriminants strictements négatifs, et my + --- +mp + 2ry + - - - + 2r, = deg(P).

Exemple 15. Factoriser P dans R[X] :

a) P=X*-X3-7X2+13X -6 b) P=4X%—4X3 - 2X?% 42 c) P=X*+1.

3.3 Somme et produit des racines

Propriété 8. Si P = a,(X — 1) -+ (X — ) est scindé de degré n € N* alors

Ap—1 ag
a4y, = ——— et ap X - Xa,=(—1)"—.
G G
Remarque : Les scalaires aq, ..., a, sont les racines de P comptées avec multiplicités.

Exemple 16. Somme et produit des racines de P = 5X7 —2X6 + X4 —3X2 + X —13.
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4 Décomposition en éléments simples des fractions rationnelles

A
Définition 12. On appelle fraction rationnelle tout quotient de la forme F' = B ouAdetB

sont des polynémes de K[X]. L’ensemble des fractions rationnelles est noté K(X).

A
Proposition 1. Soient A et B des polynomes de K[X], et F' = B
R
I(Q,R) € (K[X])? tel que F = Q + g avec deg(R) < deg(B).

R
Q est appelée partie entiére de F), 5 est appelée partie fractionnaire de F'.

X2 -5X +4
Exemple 17. Déterminer les parties entieres et fractionnaires de F = X—2+ et
oo Xt+2X2 4 X 41
B X241

P
Définition 13. On appelle élément simple un quotient de polynéme F = @ ou @ est un

polynome irréductible de K[X],n € N* et deg(P) < deg(Q).

Remarques 1) Dans C[X], on a nécessairement deg(Q) = 1 et P constant.

P .
2) Dans R[X] : Soit deg(Q) =1et F = o est dit élément simple de 1" espeéce (P constant)

P .
Soit deg(Q) =2 et F = on est dit élément simple de 2°"¢ espece (P = aX + b)

Définition 14. Décomposer une fraction rationnelle F' = Q + % en éléments simples dans
K(X) consiste a écrire la partie fractionnaire de F' comme somme d’éléments simples dans
K(X). Les dénominateurs de ces éléments simples sont les facteurs irréductibles de B dans
K[X] mis & la puissance ¢ pour tout i entre 1 et n ou n est la puissance de ce facteur

irréductible dans la factorisation de B.

Exemple 18. Décomposer en éléments simples les fractions suivantes.

| . Dans C[X] : F Lot oy X
. it : e — _ —
ans X(X +1) X211 X214
X3 1
2. DansR[X] : F= —— G=
ans RIX] X211 (X21+2)(X - 1)
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