Exercices de révision Lundi 10 février 2025

Correction Ecole Ouverte PCSI-PTSI

1 Matrices

Exercice 1

(d)

On considere les matrices
2 10 1 10 2 00 1 1 0
A=(0 1 0o|,U=10 0 0|, D=0 1 0|letP=|0 -1 0
0 0 1 0 0O 0 01 0 0 1
Par le calcul on trouve que U? = U. Démontrons que Vk € N*, UF = U.

La propriété est vraie au rang 1 et si U¥ = U & un rang k € N* (HR), alors on a :

Ukl = UFU = UU = U? = U et la propriété est vraie au rang k + 1.

Par récurrence, on a | U* = U pour tout k € N* |,

‘Cette égalité est fausse pour k=0 ‘ car UY = I3 A U.

I3 et U commutent donc, par la formule du binéme, on a :

VneN, (I3+U)" =) (Z) mkyk|
k=0

Soit n € N*. (I3 + U)" :Iﬁzn: (Z)Uz[g—ir (Zn: <Z)) U.

k=1 k=1

Z(Z) :2"—1etA:I3+Udonc‘A”:I3+)\nU, avec/\n:Q”—l‘.
k=1

Ao =0 et A° = I3 donc ‘la formule est encore vraie pour n = 0 ‘

Par le calcul on trouve que ’ A2 =3A 213 ‘

1 3 1 3
Donc A(*iA + 5]3) = (7514 + 5_[3)14 = 13.

1
Donc | A est inversible d’inverse A~! = _iA + gfg =

S O Nl
es}

Démontrons cette propriété par récurrence sur n € N.
— A% =agA +byl3 ott ag = 0 et by = 1. La propriété est vraie au rang 0.
— Supposons qu'il existe deux réels a,, et b, tels que A™ = a, A+ b,I5. (HR)

AL = AA™ = A(an A+ byl3) = anA® + 0y ALy = an(34 — 213) + by A.
(HR) 2.(a)

Donc A" = a,, (1A + by 113 avec api1 = 3ay, + by et byp1 = —2a, et la

propriété est vraie au rang n + 1.

Par récurrence, |Vn € N, 3(an, b,) € R?, A" = a, A + b, I3 |.

Soit n € N. D’apres ce qui précede, on a les relations a,4+1 = 3a, + b, et

bn+l = —2an .
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Remplacons n par n + 1 dans la premiere relation : a,49 = 3an11 + bpy1- Avec la

deuxieme relation on obtient alors |an42 = 3an+1 — 2an |

(an) est une SRL2 d’équation caractéristique ¢® — 3¢ + 2 = 0, de racines évidentes
q=1et qgo=2.

Donc il existe (C1,C2) € R? tel que Vn € N, a,, = C; x 1" + Cs x 2" = O + 2"Cy.
De plus, ag =0,a1 =3ag+bgp=3x0+1=1¢et

ap =0 Ci+Cy=0 Ch=-1
<~ <

ar =1 Chi+2C, =1 Cy =

Donc’Vn eN, a, =2" — 1‘.

Sin >0, byy1 = —2a, doncsin>1, b, = —2a, 1 =-2(2"" 1 —1)=-2"+2, ce
qui est encore vrai pour n = 0.

Donc’Vn eN, b, = 2—2”‘.

Ar=2"-1DA+(2-2")13 =

2x2"—2 2" —1 0 2-—2" 0 0
2" —1 0 + 0 22" 0
0 0 2" —1 0 0 2— 2"
2m 2" —-1 0
Donc |Vn e N, A" =1 0 1 0 | et pour n = —1 on retrouve bien A~ |
0 0 1

Par le calcul, on trouve . Donc ‘ P est inversible d’inverse P! = P|.
Par le calcul, on trouve | PDP = A|.

D est une matrice diagonale inversible car ses coefficients diagonaux sont non nuls.

On en déduit que ’ A est inversible ‘, comme produit de matrices inversibles, et on a :

A= plp-lp~l— pp-lp]|

Démontrons d’abord cette propriété par récurrence sur N.

— A% = I3 et PD'P = PI3P = P? = I3 donc la propriété est vraie au rang 0.

— Supposons que A" = PD"P & un rang n € N (HR). Donc
Al = A"A = PD"PPDP = PD"I3DP = PD" "' P et la propriété est vraie
au rang n + 1(.HR)

Par récurrence, Vn € N, A" = PD"P.

SineN* A" = (A" =(PD"P)"! =P 'D"P~t=PD"P.
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Finalement, | pour tout n € Z, A" = PD"P|eton a:

A" = PD"P =

Exercice 2

0 2" 0
0 0 1
1 0 0

= o O

1 1 0
-1 0o =
0 0 1

2n 2n—-1 0

1. Soit m € R. On applique l'algorithme de Gauss-Jordan a la matrice augmentée de (S5) :

N
e

m?+1

o

-m 1

1+m? —1-m
0 1—m
0 0

2
1—-3m
21—m) |
m? —1

par les opérations élémentaires Lo < Lo — mLq, L3 < Ly —mLy et Ly < Ly — L.

Sim ¢ {—1,1}, le systeme (S) est incompatible et 'ensemble des solutions est S = ().

2. Sim =1, en effectuant les opérations élémentaires Lo < %Lg et Ly < L1+ La,on a:

(A|B)

Ll o

10 O
01 -1
L 0 0 O
00 O

Dans ce cas, le systeme (S) est de rang 2, d’inconnues principales x et y, et de

parametre z. Il admet une infinité de solutions et ‘S ={(1,-1+2z2,2), z € R} ‘

Si m = —1, en effectuant les opérations élémentaires Lo < %LQ’ Ly + %Lg,

Li < Ly —Lspuis Ly < L1 — Ly, on a:

(AlB) ~

11
20
0 2
0 0

1 00
010
L 0 01
000

Dans ce cas, le systeme (S) est de rang 3, d’inconnues principales z, y et z. Il admet

une unique solution et ’ S ={(-2,2,2)} ‘
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r + Y + az = 1 Ly
Exercice 3  (Sgp):q ar + (a—1)y + 2z = 1 Ly &
r + Y + z = b+1 L3
r + vy + z = b+1 L3 — 14
(CL — 1)2 = —b Li—Ls— Ly <=
— vy + (1—-a)z = 1—ab—a Ly—als— L3
b
z =
l1—a
)= b-ltdbta (Lo L)
b
= 2—ab—a—
T ab—a .
r + y + z = 1 14

[Sia=1](S1p):4 = + 2z = 1 I

r + y + 2z = b+1 L

z = 1-—t
Sideplusb+1=1<b=0alors (S10):< vy = 0 etsib#0alorsS =10
z = t

Conclusion (S, ;) est compatible pour tout a,b € R saufsia =1 et b# 0

Si a # 1 alors ’ensemble des solutions est un point de coordonnées

b
(2—a—ab—m,b_l+ab+a71_a

)

Sia=1et b= 0 alors 'ensemble des solutions est une droite de représentation paramétrique

r = 1—1
Yy 0, teR
z = t

2 Continuité

Exercice 1  a) lim(z% 43z —1) =4

r—1
2

3r—1

Or lim = +oo donc | lim s = +o00 | par produit

:L‘—>]_+ T — Q?—>1+ €Xr — 1
1 243z -1
Er lim = —oo donc| lim rAsr o = —oo | par produit
z—=1_x —1 rz—1_ rx—1
22—z —6
b) P18 en —2 le numérateur et le dénominateur sont nuls, donc on peut simplifier la
x
fraction par x + 2 :
2 6=(x+2)(x—3)eta®+8=(z+2)(a2—2z+4)d v o6 T3 g
rr—x—6=(x x—3)etx =(z x® —2x onc = e
3+ 8 22 —2x +4
. 2 —x—6 5
lim ———— = ——
z—-2 13 +8 12
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2 1\ 2 1
¢) In < v +2 > ’ +2 est du signe de (22 + 1)(x — 2) qui est un polynéme du second degré
xr— x —

avec deux racines, 2 et —3

1
L’ensemble de définition est | — 0o, —=[U]2, +00[

2

. . . 2r+1 . .
lim(2z +1) =5et lim (z —2) =04 donc | lim In = +o00 | par quotient puis
x—92 $—>2+ r—2 Xr — 2
composition.

5 2 1

lim (2z+1)=0_et lim (zx—2)=—=donc| lim In ( Tt > = —oo | par quotient puis
x—)—%i x—>—% 2 x—)—%i T —2
composition.

V2 —1-2
d) a:—lx est définie sur | — oo, —1[U]1, +00
T —
V=1 -2

lim V22 —-1—-2x=-2et lim z—1=0, donc| lim A par quotient.

T—14 z—14 z—14 rz—1

1
Va2 —1-2 |x|\/1—ﬁ—2x
] = Or pour z < 0, |z| = —z donc
T —

(9

= — =3

r—1 - < 1> T——00
z(1l——
A

e2z e*
2r . x $<_+1>
e) emi;x: :vex e [— —1]en —oo par quotient
o (S - )
6293 l—e_x—i—%

1
Exercice 2 1. f(z) = 2%In (1 + ) est définie sur R\ [—1, 0] (& justifier) et est continue sur
x

son ensemble de définition.

lim1 f(xz) = —oo | par composition et produit
z——1_

f(z)=2?In(x+1) —2’Inz —>00 par croissances comparées et somme. (f est prolongeable
z—

par continuité a droite en 0)

1
In <1+ >
T

1 In(1
flz) == —— g et en posant u = — — 0 avec lim In(l +u) = 1 on obtient
= Xr r—£oo u—0 U
x
lim f(x)=+ocoet lim f(z)= —oo|par produit.
T—-+00 T—r—00
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2. f(z) = || +\/z — [x] f est continue sur |n,n + 1[,¥n € Z car x — || > 0 pour tout = et
la fonction partie entiére y est est continue.

Pour tout n € Z, f(n) =n et pour x > n, || =n donc 11_1)1& flx)=n

Pour z < n, |z] :n—ldoncml_ig}if(x):n—l—klzn

f est alors continue en chaque n € Z. Finalement , ‘ f est continue sur ]R‘

VeeR,|z|]<z<|z]+10<z—|z] <1dou Erll f(z) =400 et EIE] f(z) = -0

par comparaison.

1
S 1-a? e -11
3. f(z) = ¢ o€l - L1l . f est continue sur | — 1,1[ car 1 — 2% ne s’annule pas sur
0 y L ¢] - 17 1[
cet intervalle et f est continue sur R\ | — 1, 1] car elle y est constante.
. 1 ) 1 . .
Jm s = im g5 = oo done lim fw) = Hm f(z) =0=/(1) = f(=1) done f

est continue également en 1 et en —1 donc ‘ f est continue sur ]R‘

Exercice 3

1. Soit z € R. f(z) = @ DI(E51) existe ssi

v >0<«<—=x<0ouxzx>1.
r—1

Comme la fonction exp est définie sur R et In est définie sur |0; +o0],

[ est définie sur Dy =] — o0; 0[U]1; 4-o00]|.

2. Sur | — 00;0][, la fonction x est continue (comme fonction rationnelle continue

sur son ensemble de définition) & valeurs dans |0; +o0o[. Comme la fonction In est

continue sur |0; +o00[, la fonction z — In est continue sur | — co; 0] comme

7 —
composée de fonctions continues. Comme les fonctions exp et x — x — 1 sont continues

sur R, z— (z—1)In (xl> est continue sur | — 0o; 0] comme produit de fonctions
T

continues et f est continue sur | — oo; 0] comme composée de fonctions continues.

On montre, de méme, que f est continue sur |1; +oo|.

f est continue sur chaque intervalle de son ensemble de définition ‘

Ainsi,

3.(a) Vo > 1, (:c—l)ln( i 1) =(z—1)In(@) — (z — 1) In(z — 1).

Tr —

(x —1)In(x) — 0, par opérations sur les limites.
z—1+

r—1 — 0" et yln(y) — 0, par croissance comparée.
z—1t y—0t

Donc (x — 1)In(x — 1) — 0, par composition.
z—1t

Donc f(x) — 1 par opérations sur les limites et par composition.
r—1

Ainsi, ‘ f est prolongeable par continuité (& droite) en 1 ‘
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X

(b)

— 0" donc In (

— —00, par composition.
r— 1 xz—=0—

T — z—0~

Par opérations sur les limites et par composition, on obtient :

(@~ 1

) — +o0 puis f(z) — +oo.

T — z—0~ x—0~

Ainsi, ‘ f n’est pas prolongeable par continuité (& gauche) en 0 ‘

In (1+#)
1 -
4. Vz € Dy, f(z) = @ DI(1+55) ot (x —1)ln <1+ 1> - 1 =,
r = r—1
1 In (1
Or C get mAty)
r—1 z—+o00 Y y—0

1 i .
) ac—>—+>oo ) Puis f(.%') x—>—+>oo ¢

Donc, par composition, on a (z — 1) In (1 +

r—1

On montre, de méme, que | f(x) — el
T—r—00

0 siz=0

Exercice 4 Pour x € D =R;\{1}, on pose f(z) = T
In(x)
1. f(0) = 0 donc 0 est un point fixe de f. Si x € D\{0}, alors on a :

sinon

"y

flz) =2 =1 <= rz=zhn(zr)<=1=h(z) <=z =ce.

In(z) In(z)#0 20

Donc ‘ I’ensemble des points fixes de f est {0,e} ‘

2. | f est de classe €2 sur D\{0} |, par les théorémes généraux.

Si x € D\{0} alors f(z) — 0 = f(0), par opérations sur les limites.

B In(z) z—ot

Donc f est continue en 0 et sur D\{0}, donc ‘ f est continue sur D ‘

3. Pour z € D\{0}, on a:

In(z) — 1 In?(z) — 2In(z)(In(z) — 1)  In(z)(2 — In(z))
() = —5—| et f(x) = = .
/(@) In?(x) J@) zIn*(x) zIn*(x)
4. Par opérations sur les limites, en 1%, on a
x , In(z) — 1
/(@) In(z) x:}_ o) | /() In(x) A ool et | /() In?(x) xji >
Par croissance comparée, en 400, on a : | f(x) = — 400
In(z) z—+o0

Par opérations sur les limites, en +oo, on a : | f/(z) = LR — 0

p ) ) . - IH(ZE) 11’12(1’) =400 |
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5. Pour z € D\{0}, In?(z) > 0 donc f'(z) >0 <= In(z) —1 >0 <= z > e. Dot

T 0 1 e +00
fi@) | 0 - | = 0 +
0 || +o0 +o0
f(z) \ H \ /
—00 e

Pour z € D\ {0}, zIn*(x) > 0 donc

() >0 <= In(z)(2—In(z)) >0 <=0 < In(z) <2 <= 1<z < e’ Dot

z 0 1 e2 +o00

@) |l

f(z) \

\;
/

Exercice 5 Soit f la fonction définie par f(x) = arcsin <x>

V1422

1. Montrer que la fonction f est dérivable sur R.
|z|

lz] = Va2 < V1+22,Vz € R donc 0 < —— < 1,Vz € Ret
V142

—1<L<1,VxER

V1+ a2

La fonction arcsinus étant dérivable sur | — 1, 1], ‘la fonction f est bien dérivable sur R.

2. Calculer la dérivée de la fonction f.
/

I'= 77—
V1 —u?
X
U=——
V1+ a2
2
‘/1+$2—$7
’U/: 1+$2: 1
1+ 22 V14 221+ 22)
2
Y- DU L

1422 14 22

1
/
f =——,VzeR
() [ 22 T €

X

V1422

3. En déduire que arcsin < ) = arctanx + C pour tout x, C' =0 car

f£(0) =0 = arctan(0).

arcsi < a: > arcta Ve e R
resin | ——— | = arctanz, Vx
V1422
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3 Dérivabilité

Exercice 1

2
1. f est définie par f(x) = arcsin (1 Ve

L+ |z -2z =(1-+x)?>0.

La fonction racine étant définie et continue sur R4 on a z > 0 et on obtient
2z

0< 2VE
1+z

La fonction arcsinus étant définie et continue sur [—1, 1],

" ) Pour tout z € R, 2y/z < 1+ |z| car
x

< 1 avec Iégalité a 1 ssix =1

’ f est alors définie et continue sur R ‘ par composition.

La fonction racine étant dérivable sur Rj_ et la fonction arcsinus étant dérivable sur

] = 1,1[| la fonction f est dérivable sur R \ 1

’ . o _2\/E I _ l-z _(1—37)2
Fla) = = oo u =y oV = g LY = (T
1
f(z) = \ftl—x >2|i+m| = |3 VRO e
+ - ——
x x it x €]0,1]

Donc lim f’(m) = —00, lim f’(w) = 1 lim f’(x) = —1

z—0 z—14 2z 1 2

’1& fonction f n’est ni dérivable en 0, ni dérivable en 1 ‘ d’apres le théoreme de la limite

de la dérivée.

Remarque La courbe représentative de f admet en 0 une tangente verticale et en 1

deux demi-tangentes.

2. f est définie par f(z) = zarcsin (1 — 2?)
~1<1-2<1e 2-22<0& —V2<2<V2

La fonction arcsinus étant définie et continue sur [—1, 1],

f est alors définie et continue sur [—+/2,v/2] | par composition et produit.

l—22=4+1l<22=00uz?=2

La fonction arcsinus étant dérivable sur
] —1,1[,| la fonction f est dérivable sur | — /2, 0[U]0, v/2[

f(0)=0et ff) = arcsin(1 — %) — g donc ‘ la fonction f est dérivable en 0‘

z—0
—2x 222
"(z) = arcsin(1 — 22) 4+ z X = arcsin(l — 22) - ———— =
) = amesin1— ) 0 x e = aresin(1 %) — 2
. 9 222
arcsin(l — 2°) — ——— — —oo donc

lz[vV2 — 22 2542

la fonction f est dérivable ni en v/2, ni en —v/2 | d’apres le théoreme de la limite de la

dérivée.
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3. f est définie par f(x) = cos(y/x). f est définie et continue sur R, dérivable sur R* car

la fonction racine est définie et continue sur Ry mais dérivable sur RY .

(@) = =5 sin(y2)
1

sinu
En posant u = v/ — 0, avec lim —— = 1 on obtient lim f'(z) = —=
z—0 u—0 U z—0

’1& fonction f est donc dérivable en 0 ‘ d’apres le théoreme de la limite de la dérivée et

’ f est dérivable sur Ry ‘

cos(z) , T

— stz < —

Exercice 2 flx) = VT =2z 72T
0, st x = 5

Vr € }—oo, g [, m — 2x > 0. Donc z — /7 — 2z est dérivable sur I = } —00, g [, comme

, comme quotient de

composée de fonctions dérivables. On en déduit que ‘ f est dérivable sur [

fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas.

flx)—=f (g) cos(z) — cos (%) " 1

) T
Sl:c<§,ona: =

s s N
T—5 r—5 VT =2z

1
Vi —2x — 07 donc ——— —— +o0, par opérations sur les limites.

i — g
- VT — 2T 22

cos(z) — cos (§) — cod <g) — _gin (g) = 1.

p —

r—5 =57
x)— (% T
Donc M — —00, par opérations sur les limites, et | f n’est pas dérivable en 5
r—3 x5~
. . . i 1
Exercice 3 Soit f la fonction définie par f(z) = ——,a € R*

r+a
1. f est de classe C*™ sur D = R\ {a} comme inverse d’une fonction C* dont le

dénominateur ne s’annule pas.

—1)"n!
2. f)(2) = (=1)"nl(z 4+ a) "1 = (x(—l—c)t)"“ pour tout x € D et n € N.
5 1 1 1
Ta2—-1 2\z—-1 z+1
D’apres la question précédente, en prenant a =1 et a = —1,
1 \™ (1)l 1 1
<1’2—1) = 9 <(x_1)n+1 — (1’+1)n+1> pour tout xER\{—l,l}
gt ol Doapres la formule de Leibni tout z € R\ {~1,1}
@1 a1 N aT apres la formule de Leibniz, pour tout x ,
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Or ( Z ) Kl(n = BI(=DF7F = (=1)"nl, o™ = 0" = (a = b)) a"b" " avec
k=0

1 2
= _ 9 ;
a= 1 t b= T eta—> G-t D) ab On obtient
n' kin—k B )nn| n+1 n+1
< 1> a—bZab 7((1 A
-1 ”n' 1
(x— Dt (g4 1)n ]
Exercice 4

1. On reconnait le théoréme des accroissements finis en posant f(z) = In(lnx).

f est dérivable sur |1, +o00[ car Inx > 0 sur cet intervalle, donc f est dérivable sur

chaque intervalle [k, k + 1] pour tout entier naturel k supérieur ou égal a 2.

Il existe donc ¢ € [k, k + 1] tel que f'(¢) = f(k+1) — f(k)

o1 1 , 1
i) = xlnz thksesktl= (k+1)In(k+1) NEACE kln(k)
1 1

donc D) ln(k—i—l) In(ln(k + 1) — In(In(k) < Fn(k)

2. En sommant 'inégalité de droite on obtient Z In(ln(k + 1) — In(In(k) < uy,
k=2

et en utilisant les sommes télescopiques In(In(n + 1)) — In2 < u,

Or lim (In(In(n+1)) —In2) = 400 donc| lim w, = 400 |par comparaison.
n—+o0o n—+oo

n

. 1

Exercice 5 On pose : uy, = Z T2
k=0

1. On reconnait le théoréme des accroissements finis en posant f(z) = arctanz.

f est dérivable sur R donc f est dérivable sur chaque intervalle [a,a + 1] pour tout
a € R;. Il existe donc ¢ € [a, a+ 1] tel que f'(¢) = f(a+1) — f(a)

1 1
"x) = t 1= ———— < flle)
f(z) 2 e 0< <a+ :>1+(a+1)2 f'(c)

1 1
donc T 010y < arctan(a + 1) — arctan(a) < a2

2. En sommant ces inégalités on obtient

n 1 n

2Ty

a=0

1+ a2

< Z(arctan(a + 1) — arctan(a)) < u,
a=0

En utilisant les sommes télescopiques et un changement d’indice pour la somme de

gauche, on obtient

n+1

Z o up, — 1+ ; <arctan(n + 1) < uy, puis
k711+k2 I1+(m+1)2

1

m
- <41
14+ (n+1)? 2 "

arctan(n + 1) < u, < arctan(n + 1) +1 —
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s
2

La suite (uy,) est alors croissante, comme somme de termes positifs, et majorée,

car arctanz €] — g, [Vz eR

’elle converge vers un réel E‘ qui vérifie g <l < g + 1| par passage a la limite dans

I’encadrement précédent.

eln

ein 41

Exercice 6 Soit ug € R. On définit une suite (uy,), c par Vn € N, uy 1 =

T

1. Ve eR,0<e*<e"+1=0<

<1 donc‘ Vn € N*, u, € [0,1].‘

et +1
€T
2. Soit f la fonction définie par f(x) = we+ 1% f est dérivable sur R car e + 1 # 0 sur
e
R et
e.t(ez 4 1) o e?:c et — (eas 4 1)2 eZz e 4]
"(z) = -1= =— <0 R.
@) (e® +1)2 (e® +1)2 (" + 1)2 S
f étant continue et strictement décroissante sur R, elle réalise une bijection de R sur
1 e -1
R). Or f(0O)==>0et f(l))=———-1=——-<0
FR). Or F(0) = 5 > 0t f(1) = —— —1= ——
(e
il existe donc un unique « €]0, 1] tel que i a
3. On reconnait ’inégalité des accroissements finis.
€T €T
Soit g : x +— e est dérivable deux fois sur [0,1] et ¢'(x) = (exeTDQ
T (A T 12_22301 1 r _ 2 T(1 — e
g,,(x):e(e—i—) i G B e)<Osur[O,1]car

o [O(ff“)4 ICES VA CES
—e” < Usur [0, 1].

1
g’ est alors décroissante sur [0, 1], avec ¢'(0) = 1 et ¢’(1) > 0 donc

0

N

1
g (z) < pVre [0,1]

|z — ]

4
En posant = u,, et ' = a, on a bien z,2’ € [0, 1] d’apres les questions précédentes et

Par 'inégalité des accroissements finis, Vz, 2" € [0,1] |g(z) — g(2’)| <

1
on obtient g(z) = upy1,9(e) = a puis |Vn € N, |upt1 —a| < 1 lun, — af

1 n
4. On démontre par récurrence (a faire) que Vn € N, |u,, — a| < (4) lup — .

1 n
5. lim <> |lup — | =0 donc lim |u, —a| =0 ce qui équivaut a dire que
n—+oo \ 4 n——+o0o

la suite (un),cy converge vers a.

Exercice 7  Etant donné un nombre réel @ > 0, on définit la fonction fa sur R par
fa(l') _ ea(m—l).
On définit alors la suite (uy) par ug = 0 et la relation de récurrence up+1 = fo(un), ¥n € N.

I. Convergence de la suite (u,,)

1. Pour n € N, on considere la propriété @, : 70 < u, < upyp < 17.
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— up =0et up = f,(0) =e—a €]0,1] car a > 0. Donc 0 < ug < uj <1 et Qq est vraie.

— Supposons que 0 < uy, < upqp < 1 & un rang n € N (HR). La fonction f, est

croissante sur R, comme composée de fonctions croissantes, car a > 0. Donc on a :

fa(0) < fa(un) < fa(tny1) < fa(1) donc 0 < e™ < upyy < upyo < 1 et la propriété

est vraie au rang n + 1.

Par récurrence, @), est vraie pour tout n € N et

’ (up) est croissante a valeurs dans [0, 1] ‘

2. On en déduit que ‘ (un) converge vers un réel L(a) € [0, 1] ‘, par le théoreme de la limite

monotone et par passage a la limite.

fa est continue sur R, comme composée de fonctions qui le sont, et

Vn € N, Un+1 = fa(un)'

Donc L(a) = f,(L(a)) = ea(L(a) — 1) > 0 et par application de la fonction In on
obtient :

In(L(a)) = In(f,(L(a))) = a(L(a) — 1) et donc aL(a) — In(L(a)) — a = 0.

’L(a) est une solution de (E) et le nombre 1 est une solution évidente de (E) ‘

IT. Nombre de solutions de (E)

1. Soit x € R. gq(x) = ax — In(z) — a existe ssi > 0. Donc | D = R, | De plus,

ga est continue (et méme dérivable) sur D |, comme somme de fonctions qui le sont.

2.V eRY, gh(z)=a—Letgh(z) >0 <= a>1 < L<z caraz>0.

9a(2) — 400, par opérations sur les limites.
z—0

En 400, go(z) = (a — lnTx) —a — 00, par croissance comparée et opérations sur
T—>+00

les limites, car a > 0.

Ya (%) =1+ 1Ina — a. D’ou le tableau de variation :

z 0 2 +o0
@ || - o+
+o0 +0oo
ga(l‘) \ /
l1+Ina—a

3. Cas a = 1. En remplacant a par 1, on obtient le tableau de variation de g :
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x 0 1 +oo
91 () H - 0 +
—+00 —+o0
91() T~
0

D’apres ce tableau de variation, I’équation g1(z) = 0 a pour unique solution 1.

Sia=1, (E) < gi(x) =0 et L(1) est solution de (E).

Donc ‘ (E) a pour unique solution 1 et L(1) =1 ‘

4. Cas a # 1. On suppose dans cette question que a # 1.

(a) D’apres le tableau de variation de g, Vo € Ri\{1}, z —In(z) — 1> 0.

Dong, si a € R7\{1}, alors a —In(a) —1 > 0 et ‘ l+lna—a< 0‘.

(b) gq est continue, strictement décroissante sur ]O, %[ et strictement croissante sur
1

H, 400 [ D’apres le théoreme de la bijection, g, réalise une bijection de ]O, E[ sur
I'intervalle g, (]0, é D =]1+1Ina — a,+o0[ et g, réalise une bijection de ]%, —I—oo[ sur
lintervalle g, (] %, +00 D =|]1 + Ina — a, +oo[ qui contient 0, d’apres la question

précédente.

Dans ce cas, I’équation gq(z) = 0, et donc ‘ (E), admet exactement deux solutions‘ :

I'une, notée r(a), appartenant a ]O, %[ et lautre appartenant a ] %, 400 [

I11. Evaluation de L(a) si 0 < a < 1. On suppose dans cette partie que 0 < a < 1.

1. On sait que (E) admet exactement une solution dans |0, 1[, notée r(a).

Si0<a<lalors1e }0, %[ et 1 est une solution de (E). Donc, dans ce cas, m.

2. Un passage & la limite dans l'inégalité u,, < 1 donne L(a) < 1. Or 1 = r(a) est la plus
petite solution de (E) et L(a) est une solution de (E). Donc
si0 < a<1alors L(a) :1‘.

IV. Evaluation de L(a) si a > 1. On suppose dans cette partie que a > 1.

1. (a) On sait que 7(a) € ]0,1[. Or a > 1 entraine 2 < 1 donc |r(a) €]0,1[|.

r(a) est une solution de (E) donc ar(a) — a = In(r(a)).

En appliquant Pexponentielle, on a : | fo(r(a)) = e ®~% = r(a)|.
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(b) On procede par récurrence.
— r(a) > 0 et ug = 0 donc up < r(a). La propriété est vraie au rang 0.
— Supposons que u, < r(a) & un rang n € N (HR).
En appliquant la fonction croissante f,, on obtient :
Unt1 = fa(un) < fa(r(a)) = r(a), d’apres la question précédente.

La propriété est vraie au rang n + 1.

Par récurrence, ‘Vn eN, u, <r(a) ‘

(c) Par passage a la limite dans 'inégalité précédente, on obtient L(a) < r(a).
L(a) est une solution de (E) et r(a) est la plus petite solution de (E) donc
L(a) =r(a)|

2. (a) f, est dérivable sur R, par les théoremes généraux, et Vo € R,
fi(x) = ae®®=V) = af,(x) > 0.

1 1
fa est croissante sur R donc Vz € [0, a]’ |f,;(:n)‘ =af.(z) < af, (a) = eaa_l.
. / 1 2 / a /
Par I'I.A.F. on a bien |V(z,2") € |0, e fa(@) = fa(a")] < ) |z — ||

n
(b) Montrons par récurrence que Vn € N, |u, — L(a)| < < aci1> .
e

a \0
— ug =0 et L(a) = r(a) €]0,1] donc |ug — L(a)| < 1= <ea—1> )

La propriété est vraie au rang O.

— Supposons qu’elle soit vraie & un rang n € N (HR). D’apres I. 1. et IV. 1.(b) et
(¢), 0 <y, < L(a) < 1. Done, d’apres IV. 1.(a) et 2.(a), on a :

a a n+1
s = L) = o) = Ja(B@)| < Gy oo~ L) < ()"

car

a/ (e 7’ .
—1 > 0. La propriété est vraie au rang n + 1.
e

a n
Par récurrence, | Vn € N, |u, — L(a)| < < a_1> .
e

(c) % = ema=tl Or Ing — a + 1 < 0 pour tout a > 0 d’apres 4.(a), d’olt
e

0<

< 1. Donc ( a )n — 0|

ea—l ea—l n——400
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4 Polynomes

Exercice 1

1. A=X*-3X34+4X?2-1,B=X>+X+1
Q=X?>-4X+4+Tet R=-3x—8

2. A=26X4+12X3 - 11X?2 -2X +1,B=2X3-X?-X +1

25 20X2 _5X —23

2
3. A:X”+2+J§j1—XHZXH(X2+X—1),B:X3—2X+1:(X—1)(X2+X—1)
doncil:BX_1
Or kZ:OXk: );'(”_—11 donc XX_”l :Q+X1—1 avec
Q:SXketR:B:X2+X—1
P X—-1

Exercice 2 1.2°=1+4i= \@eig On pose z = rel?
’)"5 = 2% 'S = 21710
T 2km

50 T oiokr kez ) LT rew
- - T 5 < = _— s
4 20175 <

P =141iered = /21 o

S = {ﬁei(z”*o“'%”),k c [[0,4}]}

2im 2im

2. 842 +1=0224+2Z+1=0avec Z ="' Z=jouZ=jez2"=e3 ouzt=e¢"3
S = {ei(%+k7ﬁ)7ei(_%+k7ﬂ)’k c [[073:”}

3. (22 —42+45)2+(2+1)2 =0« (22 —42+5)2=i2(2 +1)?
S22 —4z+5=i(z+1)ouz?—42+5=—i(z+1)

22— (44+i)z+5—-i=0o0uz?+(i—-4)z+5+i=0

Ay =—5+12i = (v +iy)? ou Ay = Ay

> —y? = -5 2 =
2?2+ = 13 &y =
2izy = 12i zy > 0

Ap=(2+3)% et Ay =(2-31)%  [S={3+2,3-2i,1—i,1+i}]

1 -
4.(z+1)3—(z—1)3:0@Z3:10ﬁZ:Z+1avecz#l@Z:aoilazl,j,j
1 1 1+j 1+j
Onrésoutz+ :a,z#lﬁz:ﬂpoma#l S = ﬁ7ﬂ
-1 a—1 i—1j-1
Exercice 3 Soit P = X% —6X3+9X2 +9.

L X*-6X3+9X2=X%3(X%2-6X +9) = X?(X — 3)% dans R[X].
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 P=X2%(X-3)249=[X(X—3)+3i][X(X —3)—3i] =
(X2 - 3X 4 3i)(X2 — 3X — 3i)

(X— La—¢ 2—1)\/§)> <X— ;(3+(2—i)\/§)> (X— %(3— (2+i)\/§)> <X— ;(3+(2+i)\/§))
dans C[X
P= (X2 —(3—2V3)X +24 +12/3)(X?% — (3 +2V3)X + 24 — 12/3) dans R[X].

Exercice 4 Soit P = (14 X)® — (1 — X)>.
1. En utilisant la formule du binéme de Newton pour (1 + X)° et pour (1 — X)°, on
constate que les puissances paires de X dans P ont un coefficient nul et on obtient
P=2(X°+10X3+5X) = [2X(X*+10X? +5).
2. X24+10X +5=0X=-5+2/50uX=-5-25
Puis X2 = -5+2V5<0& X =iy/5—-2V50u X = —iv/5— 25 et
X?=-5-2/5<0e X=iV/5+2V5et X = —iv/5+2V5
P =2X(X —iV5 - 2V5)(X +iV5 — 2v/5)(X —iv5 + 2v/5)(X +1V/5 + 2v/5) dans C[X]
P=2X(X?+5-2V5)(X?+5+2/5) dans R[X].

Exercice 5
1. (Analyse) Soit P € C[X] non nul et vérifiant I’équation (E).

(a) On pose n = deg(P). Comme P est non nul alors n € N.
P'(X)P"(X) = P(X) # Oc[x] donc P’ et P” sont non nuls, car sinon P = Og(x].
Donc deg(P') =n—1>0,deg(P’")=n—-2>0etona:
deg(P) =deg(P'P")<=n=(n—-1)+(n—2) < n=3.

Donc ’ P est un polynome de degré 3 ‘
(b) On peut donc écrire P = aX?3 +bX? + c¢X +d € C[X], avec a # 0. Et on a :
P’ =3aX?+2bX + ¢, P" =6aX + 2b et le coefficient dominant de P'P" est 18a2.

1
Comme P'(X)P"(X)=P(X)eta#0,ona: 18> =a <= a= — T

1
Donc | le coefficient dominant de P est a = i

(¢) deg(P’") =2 donc ‘P’ admet au moins une racine o dans C ‘, d’apres le cours sur les

équations du second degré a coefficients complexes, ou d’apres le théoreme de

d’Alembert-Gauss.
Comme P vérifie (E), on a : P(a) = P'(a) P"(«) = 0. Donc | a est racine de P|.
=0
(d) En dérivant chacun des membres de I’égalité (F), on obtient :

P'(X) = P"(X)P"(X) + P'(X)P®(X) donc [P"(a)]* = P'(a) — P'(c) P®) () = 0.
—— =

=0 =0
Donc on a bien | P’(a) =01|.
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(e) P(a) = P'(a) = P"() = 0 donc « est racine de P de multiplicité au moins 3.
Comme le nombre de racines de P comptées avec multiplicités est majoré par

deg(P) = 3, « est racine de P de multiplicité 3 et a est 'unique racine de P dans C.

1
Donc | P = ﬁ(X — a)? |, car le coefficient dominant de P est a = 5

1
2. (Synthese) Soit P = E(X —a)®, aveca € C. On a:
3 6 1
P = 173(X —a)?, P = 173()( —a)et PP = 1Tg(X —a)?. Donc
P(X)P"(X) = P(X).
Si P est nul, cette égalité est encore vérifiée.

Par analyse-synthese, on a montré que I’ensemble des solutions de (E) dans C[X] est :

S:{;(X—a)g,QEC}U{Oc[X]}.

Exercice 5

2ikm ikm ik _ikm

1. Soit z € C. On a :
P(2)=0<=(z+1)"=1<=z2=en —1=en (en —e T),ke[[o,n—lﬂ.

Donc | S¢ = {Qisin (kﬂ> elkTﬂ, ke [[O,n— 1]} et | P, = | | (X — 2isin (lm) elknﬂ) .
n n

k=0

n—1
2. sin(0) = 0 donc P, = X [ (X — 2isin <k”) e"ff).

n
k=1

De plus, comme P, = (X 4+ 1)" — 1, par la formule du binéme on a :

n n n n—1
n n n n .
P=> ( )X’“—le ( )X’“:XE ( )X‘”‘l': X ( >XJ.
i—o \ K =\ K i\ K U S N A

n—1 n—1
k ik
Donc | P, = X@Q,, oﬁQn:H<X—Zisin<W)ei):Z " Xk,
k=1 " i—o \ k+1

n—1 n—1
k ikm
3. On a donc Q,(0) = H <—Qisin <7T> e’l) ")+ " oF.
k=1 " 1 —\ k+1

n—1
k ikm
Donc (—2i)" ! H sin <7r) e’ = n. Comme

n
k=1
. L\ n—1 1 _s(n=Dm=
(_21)n—1 — 2n—1 (8_12) — 9n le i
—1.
- kT
-1 — 1. . n—1 .
Y ik n — kT iy irn(n—1)
etHen = ek=1 , avec —:—Zk:—iona
n n n 2
k=1 k=1 k=1
n—1 n—1
_q _jln=D7 (n-D)m . km . km n
L P sin | — | = n donc Hsm — | =
n n on—1
k=1 k=1
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