PTSI1

Correction du devoir maison n° 14

cos(z)

Pour tout x # k7, k € Z, on note cotan (r) = —
sin(x)

On considére, pour tout entier naturel n > 1, le polynéme @, (X) = (X +1)" — (X — 1)™.

1. (a) Le terme en X" s’annule mais celui en X"~ ! est égal a 2 ( ) Xl =opxn-1

n—1

’Le polynéme @Q,, est donc de degré n — 1 et de coefficient dominant 2n. ‘

X +1\"
(b) @, ne s’annule pas pour X = 1 puisque Q,(1) =2" et Q,(X) =0< <X+1> =1
. k
Les solutions de I’équation Z" = 1 sont e?® k € [[O, n— 1]] ou ay = il
n
X+1 iy, 1+e?  cos(ay) )
X1 ¢ 1 —eZior  isin(ag) HoTan Ak

En éliminant la valeur £ = 0 pour laquelle X = 1, on obtient

Q, =0« X = —icotanay, k € [[1,n— 1]]

(c) Les n — 1 valeurs obtenues a la question précédente sont distinctes. Le polynome @,
étant de degré n — 1 et de coefficient dominant 2n, on peut en déduire sa

factorisation dans C[X]

n—1

. km
Q, = 2nH (X + icotan <n>>

k=1

, " 2n+1 L
2. On consideére le polynome P, (X) = X" n>1.

0
(a) Qany1(X) = (X + 1)+ — (X — 1) f!

2n+1 2n+1
2n+1 2n+1 1
Q2”+1(X):Z ( . >Xk:_z ( . >(_1)2 +1—k xk

k=0 k=0

2n+1
Q2n+1(X) = Z ( Qn]:— 1 ) Xk[l . (_1)2n+1—k]
k=0

Or 1 — (—=1)2"1=k = 0 si 2n + 1 — k est pair, c’est-a-dire pour k impair, et vaut 2

sinon. En posant & = 27, on obtient

Qanr(X) =23 ( e ) X% =2P,(X?)
j=0

2j

(b) D’aprés la question précédente, si a est une racine de Qg,.1(X), alors a? est une
racine de P, (X)

k)2 k

donc | icotan il = —cotan? Ul sont racines de P, pour tout
n 2n+1

ke Hl, Qn]].
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Or le degré de P, est n et en remarquant que cotan (m — x) = —cotan z, on trouve n

racines simples en prenant | —cotan 2 < ) pour tout k € [[1, n]]

T
2n+1

La somme des racines de P, est, en notant (ay) les coefficients de P,,

( 2n+1 )
an-1 _ n—-2) (2n+1)!  2n(2n—1) | n(2n-—1)
an omt1)  (2n+1)2n-2)31 3! B 3
2n
n
k 2n —1
D’apres les deux questions précédentes, ; cotan 2 <2n i 1> = n n3 )

On pose g(z) = sin(z) — x, on a ¢'(x) = cos(x) — 1 qui est négative sur R donc la
fonction g est décroissante sur |0, g[ et vérifie g(0) = 0, elle est donc négative sur

lo., 51

De méme, si on pose h(z) = tan(z) — x, on a h/(x) = 1 + tan?(z) — 1 = tan?(z) > 0,
donc h est croissante sur |0, g[ et vérifie h(0) = 0, h est donc positive sur |0, g[
Remarque On peut aussi utiliser la concavité de la fonction sinus, la convexité de la
fonction tangente et les tangentes en 0.

Tous les termes de 'encadrement précédent sont positifs, on peut 1’élever au carré

T
puis passer a 'inverse : Vx €]0, 5[,
1 1
0<sinz<z<tanz =0 <sin?z < 22 <tan?z = 5 <—2< —
tan® x sin“ x
1 cos? x + sin® x
Or —— = —; =1+ cotan?z d’ou
sin” x sin® x
m 2 1 2
YV 6}0,5[, cotan“r < — < 1+ cotan“x
T
kﬂ'
En posant x = o™ €10, 2 [ pour tout k € [1,n] on obtient
2n +1 km
cotan 2 < 1+ cotan ? uis
( ) k27r2 * <2n i 1> P

2 9 km 1 2 9 km
————cotan <—=<—— (14 cotan
(2n +1)? 2n+1 k2 = (2n+1)? 2n 41

On additionne tous les encadrements pour k£ variant entre 1 et n, et on utilise bien

str le résultat de la question 2.(d)

w2 2n —1) n(2n — 1)
2n+1) \ZkQ\ 2n+1) <”+ 3 )‘
9 n n(2n — 1)
i ((2n T2 T 3@2nt 1)
n(2n—-1) 1
bt St lim —
O B 12 27 e En 12

"1 2
D 5=

= 0 et par le théoréme des gendarmes
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