PTSI1

Correction du devoir maison n° 18

Exercice 1 Pour m € R, on considere 'application
R3 — R3
fm :
(r,y,2) — (z+y+mz,z+my+z,me+y+2)

1. Soient u = (z,y, 2)

fm(Au + pv)

eER3 v=(2,y,7) e R3et (\,u) € R

= Az +px’ + Xy + py' +mz+ p2’), e+ px’ +m(\y + py') + Az + p,

m(Az + px’) + Xy + py' + X2+ p2’)

= Mz+y+mz,z+my+z,me+y+2z)+upl@ +y +m2 2" +my' + 2 ma’ +y +2)

= )‘fm(u) + Mfm(v)'

Donc | fm € Z(R3)].

2. R3 étant de dimension finie, f,, est bijective ssi f,, est injective ssi Ker(f,,) = {Ogs}.

r+y+mz =

u=(z,y,2) € Ker(fm) < fm(z,y,2) =(0,0,0) <= < z24+my+2 = 0
mr+y+z =
T+y+mz = 0 T+y+mz =

49 m—-Dy+1-m)z = 0 << (m—-y+1-m)z = 0 ,
1-m)y+(1-m?)z = 0 (2 —m —m?)z =

qui est échelonné d

erang3ssim—1#0et2—m—m?#0ssim#1etm#—2.

On en déduit que

fm est un automorphisme de R3 ssi m € R\{—2,1} |.

3.(a) Sim=—-2,0ona:

z+y—2z = 0
r = =z
u=(x,y,z2) € Ker(f_2) < “3y+3z = 0 = { = u=2z(1,1,1).

Donc

0 = 0

‘Ker( f—2) est la droite vectorielle de vecteur directeur u; = (1,1,1), de dimension 1 ‘
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(b) Par le théoréme du rang, dim(Im(f_2)) = dim(R3)— dim(Ker(f_3)) =3 — 1 = 2.

f=2(1,0,0) = (1,1,—2) = vy et f_2(0,1,0) = (1,—2,1) = vy, qui ne sont pas

colinéaires.

Donc rg(vi,v2) = 2 = dim(Im(f_2)) et

‘%’1 = (v1,v2) est une base de Im(f_3), de dimension 2 ‘

(¢) On considere la matrice dont les colonnes sont celles des coordonnées de uy, v1, vo

dans la base canonique de R3 :

1 1 1 1 1
A=11 1 =2 [~ 0 -3 |~ -3 0 )
L L
1 -2 1 0 -3 O 0 0 -3

qui est échelonnée de rang 3. Donc rg(uy,v1,ve) = 3 = dim(R?).

Donc (u1,v1,v2) est une base de R? et
R? = Vect(uy)®Vect(vy, v2) = Ker(f_2)®Im(f_2) |

(d) Pour tout (z,y,z) € R3 il existe un unique w; € Ker (f_2) et un unique ws €
Im(f_2) tels que (z,y,2z) = w1 + we = auy + bvy + cvy d’apres les questions

précédentes et p(x,y, z) = w;

T a a x
(x,y,2) =wi+wy =aui+bn+ca s | y | =A1 b || b = A1 y
c c

vu que A est inversible.

1 1 1
L’algorithme de Gauss Jordan (& faire) donne A~! = é 1 0 -1

1 -1 0
et on obtient a = w, d’ou | p(x,y, 2) = x—i_3¢+z(17 1,1) | pour tout

(z,y,2) €R?
Exercice 2  Pour P € R3[X], on pose p(P) = X?P" +aXP' +bP.

1. Soient P,Q € R3[X] et A€ R. On a
P(P+AQ) = X3P+ Q)" +aX(P+AQ) +b(P+ Q) = X*(P"+AQ") +aX (P +
AQ) + b(P +AQ) = X2P" + aXP' +bP + ANX2Q" + aX Q' +bQ) = ¢o(P) + \p(Q)
De plus, si P € R3[X] alors on a deg (P) < 3, deg (P') < 2 et deg (P”) < 1 donc
deg(X2P") < 3, deg(aX P") < 3 et donc deg (¢(P)) < 3.
Finalement , ‘go € Z(R3[X])) ‘

2. Dans cette question a =5 et b = 1.

o(1) =1,p(X) = 6Xp(X?) = 13X2 et p(X?) = 22X3
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Done Tm (¢) = Vect (p(1); (X); 9(X?); ¢(X?)) = Veet (1; X; X2 X?) = Ry[X] Done ¢
est un endomorphisme surjectif de R3[X] qui est de dimension finie. Donc
¢ € GL(Rs[X]). |
3. Dans cette question a =3 et b= —3 et on a
p(1) = =3;p(X) = 0;p(X?) = —TX? et p(X?) = 12X°.
Donc Im () = Vect(1; X?%; X3) et, comme (1; X?; X3) est libre, on a rg (¢) = rg
(1; X%, X3) = 3 < 4 = dim (R3[X))
Par le théoreme du rang, dim(Ker (¢)) = dim (R3[X])—rg (¢) =4 -3 =1.

Comme ¢(X) = 0, X est un polynéme non nul de Ker (¢) et rg (X) =1 = dim(Ker

(%))-
Donc (X) est une base de Ker (¢) et ‘Ker (p) = Vect (X). ‘

Exercice 3  Un ascenseur en état de marche & 'instant initial £ = 0 peut ensuite tomber en

panne selon les conditions suivantes :

e si I'ascenseur est en état de marche a 'instant n € N, la probabilité qu’il fonctionne encore a

l'instant n + 1 vaut p € [0, 1].

e si I'ascenseur est en panne a I'instant n € N, la probabilité qu’il soit encore en panne a

I'instant n + 1 vaut ¢ € [0, 1].

Pour n € N, on considere I’événement M, : « I’ascenseur fonctionne a l'instant n »et on pose
pn = P(M,). Par la formule des probabilités totales,

P+t = P(Mnt1) = P(My N Mpi1) + P(My, N Mpi1) =

P(My) Py, (Mpi1) + P(Mp) P (Mpg1) = pp xp+ (L =po)(1—q) = (p+q¢—pa +1—¢

eSip+q=1,Yn € Np,y1 =1—q=p et (p,) est stationnaire a partir du rang 1.

e Sip+q#1, (py) est une suite arithmético-géométrique.
l—q
2-p—yq
. On montre que (vy,) est géométrique de raison p+ g — 1 et de

Onrésout r=(p+qg—1z+1—-ge 2—-p—qr=1—qg&z=
l—¢q
2-p—q
1—gq _q_ 1—gq _ 1—p
2-p—gq 2-p—gq 2-p—q

—-p 1—g¢q
—(p+qg—-1)" 4 —F—
2—p—q( ) 2—-p—q

On pose v, = pp, —

premier terme vy = pg — > 0.

Donc |Vn € N, p, =

1—-g¢q

Deplus, 0 <p4+qg<2donc —-1<p+g—1<1let pn—>27
—P—q

Exercice 4 Soit n € N* et X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace

probabilisé (Q2, 2(Q), P) prenant leurs valeurs dans [1,n + 1].

On suppose qu’il existe o € R tel que :

V(i 5) € [1,n+1]% P@XzﬂﬂszDza( " >< " )

i—1 j—1
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1. Premiére méthode : Par la formule du binome, on a :

= (0

)

k=0

(:>1kx1"—k:(1+1)":2”.

Deuxieme méthode : Soit E un ensemble fini & n éléments et &?(F) ’ensemble des

parties de E. Pour k € [[0, n]], on note Z(FE) 'ensemble des parties a k éléments de E.

On a:

n
P(E) = U P (E), qui est une union d’ensembles disjoints deux a deux. Ainsi,
k=0

n

k=0

( Z ) = card (P(E)) = card (U %(E)) = card (Z?(E)) = 2".
k=0

k=0

2. {[X — N[y =4, (i,j) € [Ln+ 1]]2} est un systeme complet d’événements (SCE)

car ils sont deux a deux incompatibles et ils recouvrent I’ensemble des éventualités. Donc

n+1n+1

YD PUX =dn[Y

i=1 j=1

D’autre part, par linéarité de la somme et par les changements d’indices k =i — 1 et

L=j5—1,
n+1n+1 n+1 n+1 n n
. . n n n n
S S wx-anv =SS (" )= ()3(1)
i=1 j=1 —\t—1 /)53 \7-1 o\ k)i \ ¢
s PR . 1
D’apres ce qui précede et le résultat 1., a x 2" x 2" = 1. Donc |a = 2on |

3. D’apres I'énoncé, | X ()

Y(Q)=[1,n+1]

.Donc {[Y =j], j € [1,n+1]} est un

SCE et par la formule des probabilités totales, Vi € [[1, n+ 1]] :

n+1
P(X =i)= Y B(X =i]n[Y =]
7j=1

linéarité

1 n % n
20 \i-1 Jm\i-1

) . Donc

=2" par {=j—1
vie [1,n+1], P(X:i):21n< ,7_21 ) . De méme,
. 1
Vj e [[1,n+1]], P(Y—j)—Qn(j_l ) )
4.9(i,5) € [t,n+1]7
P(X:wP(Y:j):Q;(ifl ) (j,fl ) —B(IX =4 N[Y = j]).

Donc ‘X et Y sont indépendantes ‘
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5. X(Q)=[l,n+1] et1<i<n+1<=0<i—1<n.DoncZ(Q) = [0,n]. De plus,
Vke[[(),n]],

P(Z_k)_IP(X—l—k)_IP’(X—k+1)—21n<:>—<:>x<;>kx<;>n_k.

Donc |la loi de Z est la loi binomiale % <n, ;) .

2

Exercice 5 On pose f(z) = / )’
. In

1. La fonction g : z +— est continue sur 'intervalle I = )0, 1] comme inverse d’une

1
In(z)

fonction continue qui ne s’annule pas.

Donc g admet des primitives sur 'intervalle I. Notons G I'une d’entre elles. La fonction

G est de classe €' sur I car dérivable sur I, de dérivée g continue sur 1.

De plus, Vo € I, 22 € I donc f(z) = G(2?) — G(x).

Ainsi, ‘ f est de classe €' sur I ‘, comme somme de composées de fonctions de classe €.

2. Soit t € I fixé. La fonction In est dérivable sur [t, 1]. D’apres le théoreme des

1-t¢
accroissements finis, il existe ¢ € Jt, 1] tel que :  In(1) —In(t) = In’(c)(1 —t) = —.
c

1 1 1-¢t 1-—-t¢
Deplus,t<c<1doncl<7<¥,etd0ncl—t<7< (car 1 —t > 0).

c c

.o . t—1

En multipliant par —1 < 0 on obtient, | pour tout ¢ € I, — <In(t)<t-—1|

3. Soit z € I fixé. Comme 0 < 22 < 2 < 1 on a, d’apres le résultat de la question

précédente :
1 t 1

1
vt € [2? < < =14 —.
S e e O e = S

o1 1 T 1
Par croissance de 'intégrale, on a : / —dt < / ——dt < / 1+ ——dt.
2t—1 22 In(t) 22 t—1

En multipliant par —1 < 0, on obtient :
2 2

o1 r 1

| ) |z — 1|z + 1]
4. Vwe[,/ —— dt=Inz* -1 —-Injz—1|=h| ————— | = In(x+1),et
2 t—=1 |z — 1| 24150

2

x

1

/ 1+ —— dt=2>—2z+In(1+2).
. t—1

Par (1), par opérations sur les limites, et par le théoreme d’encadrement des limites, on

obtient :
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f(z) — In(2) et f(z) — 0.

r—1 x—0

On en déduit que ‘ f est prolongeable par continuité en 0 et en 1 ‘

. Si on note encore f ce prolongement, on a f(0) =0 et f(1) = In(2). Montrons que ce

prolongement est de classe ¢! sur [0, 1].

Ve €]0,1[, f'(z) =22G"(z*) — G'(x) = hjiz) - lnzx) = 21?2@ - 1nzm) = :fn(_x;

Par opérations sur les limites, f'(x) — 0.
T—

_h ok
In(1+h) h—0 h
Comme f est continue sur [0, 1], de classe € sur ]0, 1[, d’aprés le théoreme de la limite

de la dérivée, f est dérivable en 0 et en 1, avec f/(0) =0 et f'(1) =1, et sa dérivée est

Si h est tel que 1+h €]0,1], f/(1+h) =

continue en 0 et en 1.

Finalement, |le prolongement de f est de classe ¢! sur [0, 1] |

r—1

Siz €]0,1], alors z — 1 < 0, In(z) < 0, et f'(x) = () > 0. Dot le tableau :
n(z
x 0 1
In(2)
f |
0

Soit h tel que 1+ h €0, 1] fixé. On a :
h h 1

f'(A+h)= = _ '

In(1+h) h=0 p — 22 1 B0 4 5(R3) hs0 | _ (% _ %2+0(h2))
Or L 14w+ u® 4 o(u?), et ﬁ—}hL—Q—l—o(h2) — 0. Donc, par composition, on

1—u us0 T2 3 h—0 P P ’
a:
ho R ho R2\? h o h?
' _ (N n_n ) = 14— — — +o(h?).
Fa+h =, +<2 3>+<2 3) Folh?) = 15— g o)
Comme f € €1([0,1]) et f(1) = In(2), on obtient, par primitivation :
R R ,
S+ h) = @) +ht = oo+ o(h?) |
—1)? —1)3

Done | f(z) = (@) + (z—1)+ E=D°_@=D7 oy

z—1 4 36

Donc | ¢ admet une tangente 7 au point (1, f(1)), d’équation y =  — 1 + In(2).

—1)2
De plus, f(z) — (z — 1 +1n(2)) = (x4) + o((z — 1)?) > 0 au voisinage de 1.

Donc ‘Cff est au-dessus de T au voisinage de 1 ‘
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