PTSI1 Chapitre 24

Séries numériques

Dans ce chapitre, K désigne R ou C.

1 Généralités sur les séries

1.1 Définitions

Définition 1. Soit (uy), oy une suite a valeurs dans K. Pour NV € N, on pose
N
Sy=tg+ur+-tuy =Y up
n=0

e On appelle série de terme général w,, la suite (Sy) ey, notée Z Uy, OU Z Uy,

n>0
N
e On appelle somme partielle d’ordre N de la série Zun la somme Sy = Z Uy,
n=0
e On dit que la série Z uy, converge si la suite (Sy) converge.
+oo
Dans ce cas, on appelle somme de la série Zun la limite de (Sy), notée S = Z Uy,
n=0

e On dit que la série Z uy, diverge si la suite (Sy) diverge (c.a.d. ne converge pas).

Remarque : Si u,, est défini a partir du rang p, la série de terme général u,, est notée E U,
nzp

, 1 1
Exemple 1. Etudier la convergence des séries :  a) nz;l In <1 + n) b) 3

Théoréme 1. Condition nécessaire de convergence Soit (u,) € K.

Si E uy converge alors u, — 0. Réciproque fausse

Définition 2. Soit (u,) € K.

Si la suite (uy,) ne converge pas vers 0 alors on dit que la série E undiverge grossiéerement.

’ 2n
Exemple 2. Etudier la convergence de la série Z —3
n>1
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Théoréme 2. Soit (u,) € KN et p € N.

La série E Uy, converge ssi la série g u, converge. En cas de convergence, on a
n>p

+0oo N +00
AT PSS SUSEASS SR AT S )
n=0 n=0 n=N+1

Remarque : La convergence d’une série ne dépend pas des premiers termes, mais la valeur de la

somme oui. Si Sy est une approximation de la somme S, alors I'erreur commise est Ry .

Définition 3. Soit g Uy une série convergente.

“+o00
On appelle reste d’ordre N de la série Z un, le nombre Ry = Z Unp,
n=N+1

N
1 1 1
Exemple 3. Montrer que la série g — converge et que e = E — +0 <N‘>

n=0

1.2 Premieres propriétés

Théoréme 3. Séries géométriques Soit ¢ € C\{1}.
N 1— qN+1
La série géométrique Z g" a pour somme partielle d’ordre N, Sy = Z gt = ———
n=0 1__q
La série géométrique Z q" converge ssi |q| < 1. En cas de convergence,
sa somme est S = "= et le reste d’ordre N, Ry = "=
D =1 By= ) =1 p
n=0 n=N-+1

bgP
1—gq

+00
Cas général : Si || < 1,pe Net b e C, alors qu” =
n=p

Exemple 4. Pour des lancers d’un dé équilibré, X est le rang du lancer qui amene le 1¢" 6.

Pour n € N*, calculer p,, = P(X = n). Montrer que Z P, converge vers 1.

Propriété 1. Linéarité de la somme Si g Uy et E vy, sont deux séries convergentes et

—+00 “+o00 —+00
si A € K alors Z(un + Avy,) converge et a pour somme Z(un + Av,) = Z Up + A Z Up,.-
n=0 n=0 n=0

Page 2/5 Lycée Jean Perrin Marseille



PTSI1 Chapitre 24

Remarque : Si Zun CV et Zvn CV alors Z(un + v,) CV.
Si Zun CV et Zvn DV alors Z(un +v,) DV.

Si Z u, DV et Zvn DV alors on ne peut rien dire a priori sur la nature de Z(un + vp)

Exemple 5. Déterminer les suites réelles (uy,,) telles que

Vn € N, 2up419 = —dUpt1 + 3uy et Zun converge.

Théoréme 4. Séries télescopiques Soit (u,,) € KV,

La suite (uy,) converge ssi la série g (Up41 — up) converge.

Exemple 6. Montrer que la série Z
n>1

converge et calculer sa somme.

n(n+1)

2 Séries a termes positifs

Théoréme 5. de la limite monotone Soit (u,) une suite réelle positive.

La série E uy, converge ssi la suite de ses sommes partielles (Sy) est majorée.

N +o0
En cas de convergence, VN € N, Sy = Z Up < Z Uy
n=0 n=0

En cas de divergence, Sy — —+ooet Zun = +00
N—+o00

Exemple 7. Etudier la nature de la série de terme général u,, défini par
1
D k=0 Uk

ug > 0et Vn € N, upy =

Propriété 2. Comparaison série-intégrale Soient p,n, N € N.

Si f: [p, +00o[— R est une fonction continue, positive et décroissante alors

1. Vn>p+1, /nn+1f( t)dt < f(n /f

2. VN >p+1, / t)dt < Z f(n f(t)dt
p

+1 nepi1

x
3. La série Z f(n) converge ssi F': z — / f(t)dt admet une limite finie en +oo.
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o - . 1
Exemple 8. Pour a € R, on considere la série de Riemann g —
n

On note Sy sa somme partielle d’ordre N, et Ry son reste d’ordre N.

1. Si a = 2, montrer que la série converge et donner un équivalent de Ry lorsque

N — +4o0.

2. Si a =1, montrer qu’elle diverge et donner un équivalent de Sy lorsque N — +o0.

Théoréme 6. Convergence des séries de Riemann Soit a € R.

. . 1 :
La série de Riemann E — converge ssi a > 1.
n

Théoreme 7. Comparaison de séries a termes positifs
Soient (uy) et (vy,) deux suites réelles positives (& partir d’un certain rang) vérifiant :
un, < v, & partir d’un certain rang, ou u, = O(v,) ou u, = o(vy,).
1. Si la série E vy, converge alors la série E Uy, converge.

2. Si la série E uy, diverge alors la série E vy, diverge.

Remarque : Si 0 < u,, < v, a partir d’'un rang p € N, et Z v, converge alors

+0o0 +oo
Z Up < Z Un, par passage a la limite.
n=p n=p

, 1 1 1
Exemple 9. Etudier la nature des séries Z Ii;? Ze*"Q Z DQ(:) et Zm

Remarque : Si u, > 0 et s’il existe a > 1 tel que n“u,, — 0 alors Z Uy, converge.

Si uy, > 0 et sl existe a €]0, 1] tel que n®u,, —> +oo alors Zun diverge.

Théoreme 8. Séries a termes positifs et équivalents

Si (up) et (vy,) sont deux suites réelles telles que u,, ~ o Un et v, > 0 (& partir d'un rang p)
n—-—+0oo

alors la série g Uy, converge ssi la série E vy, converge.

Remarque : Le résultat précédent est encore vrai si v, < 0 a partir d’un certain rang.

Exemple 10. Etudier la convergence des séries de terme général
1 1
2. v, = — —In(n)

2 _
3n 2n+1 k:lk

1.u,=
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3 Séries absolument convergentes

Définition 4. Soit (u,) une suite a valeurs dans K.

La série E up, est dite absolument convergente si la série g |uy,| est convergente.

1 +1isin(n
Exemple 11. Montrer que Z et Z —g on sont absolument convergentes.

Théoréme 9. Soit (u,) une suite a valeurs dans K.
1. Si la série g Uy, est absolument convergente alors la série E u, est convergente.

+o0
<2 funl
n=p

2. En cas d’absolue convergence, on a l'inégalité triangulaire :

Remarque : Une série peut-étre convergente sans étre absolument convergente.

_1)n
Exemple 12. Montrer que Z (=1) est convergente mais pas absolument convergente.
n

Théoréme 10. Soit (uy) a valeurs dans K et (v,) réelle positive telles que u,, = O(v,) ou
Up, = 0(vy).

Si la série E vy, converge, alors E Uy, est absolument convergente, et donc convergente.

. —1)"1 2 n
Exemple 13. Etudier la nature des séries Z ():Sfl(n) et Z Z—' (z € C).
n n!

4 Développement décimal d’un nombre réel

Théoréme 11. (et définition) Soit x € [0, 1[.

Il existe une unique suite d’entiers (ay), & valeurs dans [[0, 9]], non stationnaire a 9, telle que :

+oo
7. an an
la série —— converge et a pour somme r = —
Z 10n Versg p = 10n
Un tel développement est noté x = 0, ajasas - - -, et appelé développement décimal propre de

x.

Cas particulier : x € [0, 1] est rationnel ssi son développement décimal propre est périodique a

partir d’un certain rang.
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