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A rendre le jeudi 22 mai 2025

On pose pour k entier naturel, Ik =
1

π

∫ π

0
(sin θ)2k dθ et Jk =

1

π

∫ π

0
(sin θ)2k(cos θ)2 dθ.

1. Calculer I0 et I1.

2. Montrer que pour tout k > 0, Ik−1 − Ik = Jk−1.

3. Avec une intégration par parties, montrer que pour tout k > 0, Jk−1 =
1

2k − 1
Ik

En déduire la relation de récurrence (R) Ik =
2k − 1

2k
Ik−1

4. Démontrer par récurrence que pour tout k > 0, Ik =
(2k)!

4k(k!)2

On pose un = ln(In).

5. Démontrer, à partir de la relation de récurrence (R), que pour tout entier n > 0 :

un = un−1 + ln

(
1− 1

2n

)
=

n∑
k=1

ln

(
1− 1

2k

)
6. (a) Étudier la fonction h dé�nie par h(x) = ln(1 + x)− x sur ]− 1, 0]. Donner son signe.

(b) Montrer que pour tout entier k > 0, ln

(
1− 1

2k

)
<

−1

2k
< 0.

(c) Donner lim
n→∞

un, puis lim
n →∞

In.

7. On pose Sn(x, θ) =
n∑

k=0

(−1)k

(2k)!
(x sin θ)2k et gn(x) =

n∑
k=0

(−1)k

(k!)2

(x
2

)2k

Montrer que gn(x) =
1

π

∫ π

0
Sn(x, θ) dθ.
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