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Correction du devoir maison no 2

f(z) =
1

2

(
z +

1

z

)
Soit z0 /∈ iR, zn+1 = f (zn).

1. (a) f(z) = 0 ⇔ z+
1

z
= 0 et z ̸= 0 ⇔ z = −1

z
= 0 et z ̸= 0 ⇔ z2 = −1 ⇔ z = i ou z = −i

Les antécédents de 0 par f sont i et −i.

f(z) = −1 ⇔ z +
1

z
= −2 et z ̸= 0 ⇔ z + 2 = −1

z
et

z ̸= 0 ⇔ z2 + 2z + 1 = 0 ⇔ (z + 1)2 = 0 ⇔ z = −1

−1 a un unique antécédent par f qui est lui-même

(b) f(z) = 1 + i ⇔ z +
1

z
= 2 + 2ri et z ̸= 0 ⇔ z − 2− 2i = −1

z
et

z ̸= 0 ⇔ z2 + (−2− 2i)z + 1 = 0

∆ = (2 + 2i)2 − 4 = 4 + 8i− 4− 4 = 8i− 4 = 4(2i− 1) = (2δ)2 où δ = x+ iy

On résout le système :
x2 − y2 = −1

2ixy = 2i

x2 + y2 =
√
5

⇔


2x2 = −1 +

√
5

2y2 = 1 +
√
5

xy > 0

⇔


x = ±

√
−1 +

√
5√

2

y = ±
√

1 +
√
5√

2

xy > 0

On peut donc poser δ =

√
−1 +

√
5 + i

√
1 +

√
5√

2
=

√
−2 + 2

√
5 + i

√
2 + 2

√
5

2
et

Les antécédents de 1 + i par f sont 1 + i +

√
−2 + 2

√
5 + i

√
2 + 2

√
5

4

et 1 + i−
√
−2 + 2

√
5− i

√
2 + 2

√
5

4

2. (a) Si |z| = 1 alors zz = 1 et f(z) =
1

2

(
z +

1

z

)
=

1

2

(
z +

z

zz

)
=

1

2
(z + z) = Re(z).

(b) On en déduit que l'image du cercle trigonométrique par la transformation f est le

segment [−1, 1] sur l'axe des abscisses.

3. On pose z = x+ iy.

(a) f(z) =
1

2

(
z +

1

z

)
=

1

2

(
z +

z

zz

)
=

1

2

(
z × zz + z

zz

)

f(z) =
1

2

(
(x+ iy)(x2 + y2) + x− iy

x2 + y2

)

Ré (f(z)) =
x(x2 + y2 + 1)

2(x2 + y2)
et Im (f(z)) =

y(x2 + y2 − 1)

2(x2 + y2)
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(b) f(z) ∈ iR ⇔ Ré (f(z)) = 0 ⇔ x(x2 + y2 + 1) = 0 et z ̸= 0 ⇔ x = 0 et z ̸= 0 car

x2 + y2 + 1 = 0 est impossible.

L'ensemble des points M d'a�xe z pour lesquels f(z) ∈ iR est l'axe des ordonnées

privé de l'origine.

(c) La transformation f transforme l'axe des ordonnées privé de l'origine en l'axe des

ordonnées, et seules les images des points sur l'axe des ordonnées privé de l'origine

sont sur l'axe des ordonnées.

4. (a) La suite (zn) est bien dé�nie ssi zn ̸= 0, ∀n ∈ N.

Or z0 /∈ iR et si zn /∈ iR alors zn+1 /∈ iR d'après la question 3. (b)

Par récurrence zn /∈ iR,∀n ∈ N ce qui implique qu'aucun zn ne vaut i ou −i et

d'après la question 1. (a), aucun zn n'est nul.

(b) Si z0 ̸= −1 et si zn ̸= −1 alors zn+1 ̸= −1 d'après la question 1. (a)

Par récurrence, zn ̸= −1, ∀n ∈ N.

5. On suppose désormais z0 ̸= −1, et on pose un =
zn − 1

zn + 1
pour tout entier naturel n.

(a) La suite (un) est bien dé�nie d'après la question précédente.

(b) |un| = 1 ⇔
∣∣∣∣zn − 1

zn + 1

∣∣∣∣ = 1 ⇔ |zn − 1|
|zn + 1|

= 1 ⇔ |zn − 1| = |zn + 1|

L'ensemble des points d'a�xe zn tels que |un| = 1 est donc la médiatrice des points

d'a�xes 1 et −1, qui est l'axe des ordonnées. Or on a déjà démontré que zn /∈ iR
pour tout n.

Le module de un ne peut donc être 1

(c) un+1 =
zn+1 − 1

zn+1 + 1

Or zn+1 − 1 =
1

2

(
zn +

1

zn

)
− 1 =

z2n + 1− 2zn
2zn

=
(zn − 1)2

2zn

et zn+1 + 1 =
1

2

(
zn +

1

zn

)
+ 1 =

z2n + 1 + 2zn
2zn

=
(zn + 1)2

2zn

Donc un+1 =
(zn − 1)2

(zn + 1)2
= u2n pour tout n ∈ N

(d) u2
0

0 = u0 donc l'égalité est vraie au rang 0.

Supposons que un = (u0)
2n à un rang n, on a alors

un+1 = u2n =
(
(u0)

2n
)2

= (u0)
2n×2 = (u0)

2n+1

On a montré par récurrence que un = (u0)
2n pour tout entier naturel n
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