PTSI1

Correction du devoir maison n° 2

f(z) = ; (z + i)
Soit 29 € iR, zp41 = [ (2n)-

1 1
l.(a) f(2) =0 2z+-=0et 2#£ 0 2=—-=0et 2#£0& 22 =-12z=iouz=—i
z z

’ Les antécédents de 0 par f sont i et —i. ‘

1 1
fz)=—-1ez2+>-=-2et 240 2+2=—= et

< z
Z#O@ZQ—FQZ—Fl:0<:>(Z_|_1)2:O<:>ZZ_1

’ —1 a un unique antécédent par f qui est lui—méme‘

1 1
b) fe)=1+iez+-—=2+2iet2#02—-2—-2i=—— et
z

z
z2#£0& 224+ (-2-20)z+1=0
A=(2+2)2-4=4+8-4—-4=8—4=4(2i—1)=(20)?0ud=2x+1iy

On résout le systeme :

_ Vo145
2?2 —y?=-1 222 = —1++/5 = V2
2y = 2i S 2=1+V6 & S 1+V5
22 4+y2 =5 zy >0 V2
xy >0
Vol+Ve+ivVi+vE - V-2+2V6+iv2+2V5
On peut donc poser § = = et
/2 2
—242v5+iV2+ 25
Les antécédents del+iparfsont1+i+\/ + fz_l\/ +2v5

V-2+2v5-ivV2+2V5

t14+1—
e +1 1

2.(a) Si|z| =1alors zzZ=1¢et f(z)zé(z—ki) =;<z+ZZZ> Z%(z—i—z)zRe(z).

(b) On en déduit que 'image du cercle trigonométrique par la transformation f est le

segment [—1, 1] sur 'axe des abscisses.

3. On pose z = = + iy.

a0 ()= (08 = (05)

) = % ((rc +iy)(@? +y?) + o — iy>

z2 4+ y?
(22 + 12 2212
Re (£(:)) = "G ot () = MG T2
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() f(z) €iRe Re (f(2)) =0 x(x?+y?+1)=0et z2#£0&x=0et 2z #0 car
22 + 9% +1 =0 est impossible.
L’ensemble des points M d’affixe z pour lesquels f(z) € iR est ’axe des ordonnées
privé de lorigine.

(¢) La transformation f transforme 1’axe des ordonnées privé de l'origine en I'axe des
ordonnées, et seules les images des points sur ’axe des ordonnées privé de 'origine

sont sur 'axe des ordonnées.

4. (a) La suite (z,) est bien définie ssi z, # 0,Vn € N.
Or zp ¢ iR et si 2, ¢ iR alors z,41 ¢ iR d’aprés la question 3. (b)
Par récurrence z, ¢ iR,Vn € N ce qui implique qu’aucun z, ne vaut i ou —i et
d’apres la question 1. (a), aucun z, n’est nul.
(b) Sizg # —1 et si z, # —1 alors 2,41 # —1 d’aprés la question 1. (a)

Par récurrence, z, # —1,Vn € N.

-1
. On suppose désormais zg # —1, et on pose u,, = Zn our tout entier naturel n.
5. On suppose d L, P TP
Zn
a) La suite (u,) est bien définie d’aprés la question précédente.
(a)
zn — 1 |z, — 1
b) |u,| =1« = — 1l —1l =z +1
(b) fua o g = el U= 1]

L’ensemble des points d’affixe z, tels que |u,| = 1 est donc la médiatrice des points
d’affixes 1 et —1, qui est 'axe des ordonnées. Or on a déja démontré que z, ¢ iR

pour tout n.

’ Le module de u,, ne peut donc étre 1 ‘

Znt1 — 1
c) u = —
() n+1 Zn+1+1
1 1 2 4+1-22, (2,—1)
O —1== — ] -1==2 =
F Entl 2 <Zn + zn) 2z, 2z,
1 1 22+ 142z 2n +1)2
et2n+1+1:2<zn+>+1= L n:(n )
Zn, 22, 2z,
(Zn_1)2

= u2 pour tout n € N

Donc Unp+1 = m
n

(d) u%o = ug donc 1’égalité est vraie au rang 0.

n
Supposons que u, = (u0)2 a un rang n, on a alors

uniy = = ((0)?")” = (u0)?" " = (o)

. . 2n .
On a montré par récurrence que |u, = (ug)® pour tout entier naturel n

2n,+1
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