PTSI1 TD 06

Calculs algébriques et systéemes linéaires

Exercice 1 Calculer les sommes et produits suivants :
n n n n
1. a) Y (—1)F2% b) > (-1)* ( ) ) > k-k!
k=1 k=1 k k=1
n n n
2k —1 (k+1)F
2
2.a) [[F(n+1-k) b) I] o H k“
k=1 k=1 k=1
n 6
Exercice 2 Pour tout entier naturel » > 1, on pose S,, = E et u,=-—S5S,
k=1 n

1. (a) Calculer uj,us et us.
(b) On admet qu’il existe a, b, c € R tels que u, = an?® + bn + ¢, Vn € N*,
A Daide de la question précédente, déterminer a,b et c.

n(n+1)(2n+1)
6
(b) Montrer que le résultat de la question 1.(b) est bien vérifié.

2. (a) Démontrer par récurrence que S, = pour tout entier naturel n > 1.

Exercice 3
1
1. Démontrer que, pour tout n € N* Z K3 = L)
n n
2. Caleuler S, =Y (2k)° et T,=> (2k+1)°
k=0 k=0
Exercice 4

—k
1. Soient n € N, p € [[O,H]] et k € [[O,p]. Montrer que " " i " .
k p—k k P

s cwonns S5 (1) (271

\3
Exercice 5 Ecrire sous forme algébrique les nombres a = (1-2i)4 b= (21+ 1? et
" +1
>t
k=—10
Exercice 6 Soit la fonction f : Ro—R
x — (z+1)"

n
1. Développer f(z). En dérivant 1’égalité obtenue, calculer Z k ( Z )
k=1
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n n n 1 n
2. Calculer les sommes Zk‘2 ( > et Z —_— ( >
k k1 k

k=1 =0

Exercice 7  Soit un entier naturel n > 3 fixé. On note U,, I’ensemble des racines n-iémes de
2im

I'unité et on pose w =& .
1. (a) Donner, sans justifier, le nombre d’éléments de U,,, et 'expression de ces éléments en
fonction de w.
(b) Déterminer le module et un argument de w — 1.

(c) Soit p € N. Montrer que wP € U, puis déterminer les valeurs de p telles que w? = 1.

n—1
2. (a) Soit p € N. Calculer Zwkp, en distinguant le cas ou wP =1 du cas ou wP # 1.
k=0
(b) Pour k € [0,n — 1] fixé, développer (1 + wk)™.
n—1
(¢) Déduire des deux questions précédentes que Z(l + ) = 2.
k=0
n—1n—1
3. (a) Calculer la somme triangulaire Z Z wh.
J=0 k=j
n—1 n
(b) En déduire que Z(k + 1)wk = oI Ecrire le résultat précédent sous forme
W —
k=0
trigonométrique.
n n ) n n
Exercice 8 Calculer les sommes suivantes : 1. Z Z 2’ 2. Z Z min{i, j}
i=1 j=1 i=1 j=1
Yy ey (7))
i=1 j=1 i=0 j=i \ *
. . . X . 51 — by =m
Exercice 9 Soit m € R. Résoudre les systemes suivants : 1.
6r—Ty=m+1
mr+y=1
2. Y
3r —2y =6
1+i)z + (1—1iy = 4+2i
Exercice 10 Résoudre les systemes suivants : 1. ( ) ( Jy
ix + (2i+1)y = 3i—1
5 (1-2)x + 2y = 3-T
' 3z — (1—i)y = 11+3i
Exercice 11 Discuter en fonction des valeurs des réels a, b, ¢, ’ensemble des solutions du
2r—y+z=a
systeme suivant : ¢ —xz + 2y +22 =10

dr —dy—3z=c
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