PTSI1

Correction du devoir maison n° 3

Exercice 1

L (V22 —z—1=va2 -3z +2=222 -2 —-1=2%2-324+2=—=22+20 -3 =0.

Cette derniere équation du second degré a pour discriminant A = 16 > 0 et pour

solutions 1 = —3 et x5 = 1.

Réciproquement, —3 et 1 vérifient V222 —z — 1 = Va2 — 32+ 2 :

V2(=3)2—(=3)—1=v20=+/(-3)2 =3 x (=3) + 2, et
V2x12-1-1=0=+12-3x1+2.

Finalement, par analyse-synthese, ’ensemble des solutions est | . = {—3;1} |

(V422 —dzx+1=1-2r <= 4a® —do+1=(1-2zx)%etl1—-22>0
2 2 1
<— 4x°—4x+1=4x —4$+1etx§§

N =

<— <

. . . 1
Par équivalences successives, I’ensemble des solutions est | . = } —00; = | |

On peut aussi résoudre cette équation en écrivant que

Va2 —dz +1=+/(2x — 1)2 = |2z — 1|

2. 8otz eR. |lz—1]—2[<l<=-1<|z-1l]-2<]l<=zx—-1<|z—-1| <zx+ 1
eSiz>1:|jr—1l=x—1letona:
lt—1|—2|<l<=2—-1<x—-1<az+1, cequi est toujours vrai.
eSiz<l:|r—1=1—xzetona:

Hx—1|—x|S1<:>x—1§1—x§x+1<:>—2§—2x§0<2:>012:1:20.
—2<

Par disjonction des cas, I’ensemble des solutions est .

Exercice 2 Soit f la fonction définie sur ]0, +oo[ par f(z) = 2?In .
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1. On considere la fonction d définie sur |0, +-oc[ par d(z) = 22 Inz — x + 1.
(a) d est dérivable sur ]0, +o0o[ par opération sur les fonctions dérivables et
1
d(x)=2rlnz+22x - —1=2zxlnz+z-1
x

De méme d’ est dérivable sur 0, +o00[ et

1
d'"(z)=2lnz+2xx —+1=2Inz+ 3.
T

Njw

(b) d’(x) >0<:>lna:>—g<:>x>e7

z 0 e_% +0o
d"(x) _ 0 +
2(2) \\\\\\\
(c) lim zInz = 0 par croissances comparées, donc lim d'(z) = —1
x—0 x—0

d(1)=0et e~2 < 1 donc, d’apres le tableau de variation de d’, d'(z) < 0 pour tout

x €]0,1].
z 0 1 400
d'(z) — 0 +
1 +00
d(x) \
0 /
d(z) + 0 +
(d)

lim 22 In z = 0 par croissances comparées, donc lim d(z) =1
z—0 z—0

dlz) =xz(xlnz —1)+1

lim xlnz —1= 400 donc lim d'(z) = +oco par produit.
T——+00 T——+00

2 Tiy=f)@—1)+f(1)
f(x) =2xlnx +x donc f/(1) =1et f(1) =0 dou
T:y=z—-1

3. f(z) — (z — 1) = d(x) donc, d’apres la question , la courbe de f est au dessus de la

tangente T sur ]0, 4o00].
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