Lundi 20 octobre 2025

Exercices Ecole Ouverte Toussaint

Rappels

— On définit les fonctions ch et sh par :
Ve e R ch(z) = ———— et sh(x)=

Ces fonctions sont dérivables sur R avec ch’ = sh et sh’ = ch.

— Arccos et Arcsin sont dérivables sur | — 1; 1] avec
Vo €] —1;1] Arccos'(z) ! et Arcsin’(x) !
z €] —1; r T) = —x resin'(z) = ——
V1— a2 V1 —a?
. , 1
— Arctan est dérivable sur R avec Vz € R Arctan’(z) = 22
x

— Pour tout réel a > 0 et tout réel b on définit a® = ebne

1 Fonctions

Exercice 1  Calculer les ensembles de définition, de dérivabilité, puis la dérivée des fonctions

dont les expressions sont données par

a(r) = (2:”2 - = 1)6 b(z) =2z +1- (36—32)3 c(x) = x Arccos (1 — )
o) = T )= VT=I@)  f(@) = P+

g(z) =In (2* + 3z) h(z) = (chx)® i(r) = Arctan <i>

Exercice 2  Résoudre les équations suivantes

(a) In (222 +1) =1 =In(2z +1) () Inx)?+3Inxr—4=0 (¢) In(z) +In(z+3) = 2In(2)

Exercice 3  Résoudre les inéquations suivantes :

2

1 1 z—1
—2:E>7 x s >
(a) e7=* > 5 (b) e* < 1€ (c) In <a:+1> >1

X

1
€x+1 <2 (@1 (f)In(ef —eT) > 2
e _

(d)
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Exercice 4
1. Résoudre 'équation : ve2? — 3e* +2 =¥ — 2

2. Résoudre I’équation de parameétre réel m : e* —e™7

=2m

Exercice 5 Déterminer les limites suivantes :

(a) lim (In(zx+1) —In(2z — 3)) (b) lim \/Eln( ° ) (¢) lim ayz (e ®)*

T——400 r—0+ x+1 T——400
. . . In(z+1) .
T 2 2 —x
3+ 222 1 i . In(x)
() fim =5 ger () M =%

Exercice 6  On considére la fonction f définie par :
f(z) =1In <m+ 1 +:1:2>

On note Cy sa courbe représentative dans un repére orthonormeé.

1. (a) Montrer que pour tout z € R, z +v1 + 22 > 0.

b) En déduire I’ensemble de définition de f.

a) Montrer que pour tout x € R, f(z) + f(—xz) = 0.
b) En déduire quelle est la parité de f.

Calculer la dérivée de f, et en donner une expression simple.

(c

a

Déterminer I’équation de la tangente T' & la courbe de f au point d’abscisse 0.

Montrer que pour tout z € R, sh [f(a:)] =z

(a)

(b)

(a)

(b)

3. (a)
(b) Etudier les variations de f.

)

(a)

(b)

)

b
(c

Que peut-on dire des fonctions f et sinus hyperbolique ?

En déduire la solution de I’équation shx = 2.

Exercice 7
1. Soit ¥(x) = sh?(x) + sh (z) + 1. Montrer que 9(z) > 0 pour tout réel z.

2. On considére maintenant la fonction h :] — 1,1 [— R définie par h(z) = e ®) —z — 1.

Calculer K (z) et h"(z). Observer que h"(x) = ¢(z)e™? ().
3. En déduire les tableaux de variations et de signes de b’ puis de h.

sh (z) 1
1-2z

N

4. Montrer que pour tout x € [0,1[ onal+z <e
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5. Soit p € N*. Déduire du 4) que, pour tout entier naturel supérieur ou égal a 2 , alors

np+1 o 1 np
1 < h (-] <1
() <2 (1) < ()

k=n

pn
1
6. Posons S, = Z sh <l<:> Déterminer la limite de la suite (Sh),,5o-

k=n
2 Nombres complexes

Exercice 1

1. Déterminer la forme algébrique des complexes suivants :

(2 —1)? b 541 3+i ( (7‘(’)_'_, _ (71'))6” ol neN
a = = — Chp =— | COS | — 181N | — un .
1+2i 3—i 5—i " 6 6

2. Déterminer les formes exponentielles des complexes suivants ol x est un parameétre réel :

3 AR\ N -3 , 1 —itan(z)
a_1+j\/§’b_<1—i> ,c-—a,d—ia—Q,e—sm(:p)—lcos(x) etf—m

Exercice 2  Dans le plan rapporté a un repére orthonormeé (O, @, ¥), on considére les points
A, B, C et D d’affixes respectives a = —1+i, b=—-1—14,c=2i et d =2 — 2i.

1. Faire une figure et placer ces points.

cC—a

2. Calculer 7 et en déduire la nature du triangle AC'D.

—a
3. Montrer que les points A, B, C et D sont sur un méme cercle dont on précisera le centre

et le rayon.

Exercice 3
1. On considére le nombre complexe zy = —2 + 2v/3i.
(a) Placer 'image My de 2y dans le plan complexe (on prendra 2cm comme unité).

(b) Donner la forme trigonométrique de 2.

(c) Donner la forme algébrique et la forme trigonométrique du nombre complexe —.
20
1
(d) Placer sur la figure I'image M{ de —.
20
2. On considére maintenant un nombre complexe z = x + iy, avec z,y € R, dont la partie

réelle x est non nulle.

1
(a) Donner la forme algébrique du nombre complexe — en fonction de z et de y.
z

1
(b) Démontrer que z et — ont des parties réelles égales si et seulement si |z| = 1.
z
3. On considére trois nombres complexes a, b, ¢ tous trois de module égal & 1.

(a) Démontrer que — = @.
a
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(b) Démontrer que ab+ ac + bc = abe(a+ b+ ).
(¢) En déduire que |ab+ ac+ be| = |a+ b+ ¢|.

Exercice 4  On considére 'équation 22 — 2(sint)z + 1 = 0, o ¢ désigne un nombre réel.

7r
1. Résoudre I’équation dans le cas particulier ou t = 1

On donnera les solutions sous forme algébrique et sous forme trigonométrique.

2. Résoudre I'équation pour une valeur quelconque générale de t.

On donnera la aussi les solutions sous forme algébrique et sous forme trigonométrique.

3. Reésoudre I'équation 2% — 2(sint)z? +1 =0

Exercice 5  On cherche & résoudre dans C I'équation 2° =7 (E)

1. Résoudre dans R ’équation : cos(40) = 1.
2. Résoudre dans R I'équation : 23 = .

3. On considére une solution a € C de I'équation (E).

Montrer que le module de « est nécessairement égal & 0 ou a 1.

4. En déduire toutes les solutions de (F) et représenter leurs images dans le plan complexe,

en prenant comme unité 2 cm.

4 4
k k
Exercice 6 Posons A = Z:cos2 (;) et B = Z:sin2 <;>
k=1 k=1
1. Calculer A + B.
2. Linéariser A — B puis calculer sa valeur numérique.

3. En déduire les valeurs exactes de A et B.

Exercice 7 Soit a un nombre complexe de module |a| < 1.

1. Démontrer que, pour tout nombre complexe z tel que 1 — az # 0,

P (—laP) (1)

zZ—a
1-— — = —
1—az |1 — az|
, . . zZ—a
2. Déterminer tous les nombres complexes z vérifiant —| < 1.
—az

Exercice 8

1. Soient § € R et k € N. Linéariser cos?(k@).

2. Soient # € R\{km, k € Z} et n € N*.
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(a) Ecrire S, = Z 2 sous la forme Ael®, ou A, a € R.
k=0
n+1 sin((n+ 1)0)cos(nh)
2 2sin(0)

(b) Montrer que Zcos2(k:0) =
k=0

3. Déduire de ce qui précéde que

2 3 4 11
1 + cos? (g) + cos? <;> + cos? <;> + cos? <;> = T

3 Bijections

et —1

Exercice 1  Soit f I'application de R dans R définie par f(z) = — 1
e

1. Déterminer l'image J de R par f.

2. Montrer que f est bijective de R dans J et expliciter son application réciproque.

Exercice 2  Montrer que 'application de C dans lui-méme définie par f(z) = z + 2Z est
bijective, et expliciter son application réciproque, également sous la forme z — az + 2, avec
a, B eR.

x x
Exercice 3  Soient les fonctions h : z +— arcsin | ———= | et u: 2 = —.
(\/1+x2> V1422
1
1. Montrer que u est définie et dérivable sur R et que Vo € R, /(7)) = ———.
(1+a7)%

2. Montrer que la fonction h est définie et dérivable sur R et calculer h'(x).

3. Déduire de ce qui préceéde que, Vo € R, h(z) = arctan(z).

Exercice 4  On considére la fonction f définie sur R par f(x) = 32¢ — 321 4 2.

1. Etudier les limites de f en 400 et en —oo.

2. Montrer que f est dérivable sur R et que Vo € R, f'(z) = 21n(3)3" <3‘” — g)

3. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

4. Résoudre dans R I'équation f(x) = 0 et dresser le tableau de signe de la fonction f.
In(3/2)
In(3)

5. Montrer que f réalise une bijection de l'intervalle I = [ ,+oo[ dans l'intervalle

1

6. Expliciter la bijection réciproque de f|; : I — J (restriction de f & I).
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